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PREMIÈRE THÈSE 



ÉTUDE SYNTHÉTIQUE ET ANALYTIQUE 

Dr DÉPLACEMENT D'UN SYSTÈME QUI RESTE SEMBLABLE A LUI-MÊME 



INTRODUCTION 



Le célèbre mémoire publié par l'.hasles on 18i:J a ronde la théorie du dépla- 
cement d'un système invariable. L'analyse appliquée à cette question monte-- 
que la relation qui lie les coordonnées île deux points correspondants dans 
deux positions du système, est homographique, mais d'une homographie très 
particulière. En 1873, M. Durraude. dans un Ex/»ti sur le dé/dmement d'une 
figure de /'orme mriuhle (1 ), donne une grande généra li lé à celle homographie ; 
mais pour deux positions quelconques du système qu'il considère, les plans de 
l'infini se correspondent. 

Le cas ainsi étudié rentre à son lotir, sous le nom de déformation Immoi/hic, 
dans l'étude plus générale de la déformation et de lu nnému/ù/ue d'un milieu ron- 
d/tu, à laquelle tant de travaux remarquables ontélé consacrés. 

La grande extension qui a élé ainsi donnée à la généralité de la question 
primitive n'enlève pas l'intérél qui s'attache à l'étude particulière de chaque 
eas remarquable. C'est ainsi qu'à la suite de Cbasles, el à ne considérer que le 
cas du système invariable, s'est inscrite une liste îles noms des [dus excellents 
géomètres. 

Après le syslème invariable semble se présenter, comme sa généralisation 
la plus voisine, le système qui resle semblable à lui-même. Cliasles, que l'on 
retrouve à l'origine de toutes les questions de Géométrie moderne, montre que 
dans le déplacement fini d'une figure plane qui resle, dans son plan, semblable a 
elle-même, il existe à distance finie un point qui est à lui-même son homo- 

(i) Annales Scientifiques de l'Ecole Normale Supérieure. 
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logue (1). Au sujet d'un système ù trois dimensions, Chasles montre encore que 
« deux corps semblables étant placés d'une manière quelconque, il existe un 
certain point o qui, considéré comme appartenant à l'un des corps, est lui-même 
son homologue dans l'autre corps. Il suffit de faire tourner l'un des corps autour 
d'une droite passant par ce point pour l'amener à être homolliélique à 
l'autre (â). » 

La théorie d'un pareil déplacement dans le plan a été l'objet des travaux de 
nombreux auteurs, par des méthodes très diverses (S). Dans l'espace, M. Fouret 
s'est occupé du cas très particulier où le système reste homothétique à lui- 
môme (1). Je me suis proposé, dans l'élude actuelle, de démontrer ou de 
découvrir les propriétés principales du déplacement soit tinî, soit continu d'un 
système h trois dimensions qui reste semblable à lui-même. 

J'emploie d'abord, exclusivement la méthode synthétique, et pour mieux 
marquer le caractère de plus grande généralité qui caractérise certaines pro- 
priétés, j'examine rapidement le cas de deux systèmes reliés entre eux par 
l'homographie la plus générale. Le complexe tétraédral des droites qui joignent 
deux poinls homologues ou qui sont les intersections de deux plans homolo- 
gues, deviendra plus tard celui des vitesses et des caractéristiques. Même 
remarque sur les quadriques, les cubiques et les développables du complexe. 
La congruence formée par les droites qui joignent les poinls d!un plan à leurs 
homologues se simplifie quand le plan passe par un sommet ou une arête du 
tétraèdre double de l'homographie. Dans le premier cas. les droites de la 
congruence rencontrent une droite fixe, et touchent un cône du second degré ; 
dans le second cas, elles rencontrent deux droites fixes. 

IJuand l'homographie qui relie les deux systèmes conserve le plan de l'infini, 
les deux systèmes ont, en général, un point double à distance finie. Si nous 
appelons di'/ilaretnenl d'un point A le segment AA' qui le joint à son homologue, 
le vecteur On. mené, par. le point 0, égal et parallèle à AA' forme un système * 
de points <i qui est homographique aux deux systèmes donnés. On en déduit 
aussitôt l'existence du foyer, de la droite adjointe, du plan adjoint d'un plan ; 
des points d'un plan dont les déplacements sont égaux, ou également inclinés 
sur une direction donnée. 

Considérant maintenant trois systèmes ayant le plan de l'infini pour plan 
double commun, je montre l'existence de la cubique dont tous les poinls sont 



(i) Bulletin universel des Sciences; aperçu historique (additions). 
(2j Rapport sur les progrès Je la Géométrie. 

(3) Grojard, Burmesler, Geisentieimer, Formenti, Petevsen, Tarry. . . 
i i) Comptes- rend us des séances de l'Académie des Sciences. 
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en ligne droite avec leurs deux homologues : de la surface dit troisième ordre, 
lieu des points dont les plans oscillateurs passent par un point donne". 
Ajoutons un quatrième système, nous voyons que le lieu des points tels que 
les quatre homologues soient dans un même plan, est dans chaque système 
une surface du troisième ordre ; avec cinq systèmes, on a le lieu des points 
tels que cinq points homologues soient dans un même plan ; c'est une courhe 
du sixième ordre; enfin avec six systèmes, on a 10 points dans chaque système 
qui sont dans un même plan avec leur cinq homologues. 

On obtient de même des résultats inléressants pour les droites qui restent 
parallèles à un plan, ou pour les plans qui restent parallèles à une droite. 

Je passe maintenant à deux systèmes semblables, et je rappelle la propriété, 
due à Chasles, de l'existence d'un point homologue commun. J'établis ensuite 
cette propriété que si l'on prend sur la droite MM' qui joint deux points 
homologues un point l tel que .t.- soit égal au rapport de similitude, le lieu du 
point test le plan double réel à distance finie. Deux combes homologues des 
deux systèmes se projettent sur ce plan suivant deux figures semblables, et le 
lieu de la trace sur le plan double de la droite qui joint deux points homo- 
logues de ces courbes est semblable aux deux projections. 

Dans le déplacement continu, cette propriété s'applique aux tangentes des 
trajectoires, et facilite considérablement l'étude du complexe de ces droites. Je 
signalerai parliculièreinent ce résultat : que Ton obtient les caractéristiques do 
tous les plans qui passent par im même point du plan double, en projetant sur 
ces plans une même droite parallèle à l'axe instantané. In rôle intéressant est 
joué par l'hyperboloïde H. lieu des caractéristiques des plans passant par une 
même droite, et aussi lieu îles cubiques du complexe relatives à tous les points 
de cette droite. 

Les droites qui engendrent des surfaces réglées de même paramètre coïn- 
cident avec h' complexe des vitesses relatif à un déplacement infiniment petit 
ayant même axe instantané, mais dont le pôle double serait dillérent de 0. 
Les points centraux sont ceux qui dans ce nouveau déplacement ont leurs 
vitesses dirigées suivant ces droites. 

J'introduis ici la notion du mouvement inverse ou indirect, dont Schcentlies 
n tiré un si utile parti. Mais il faut maintenant supposer que le système 
mobile est non seulement fixe, mais invariable, et donner à l'espace fixe non 
seulement un mouvement, mais une variation de grandeur. I ne application 
immédiate donne le Heu des points du système qui, dans un déplacement fini, 
se trouvent, dans leurs deux positions, à des distances égales d'un point donné 
de l'espace fixe ; et c'est ainsi que s'introduit la sphère <T» qui joue un grand 
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rôle dans le déplacement continu où elle se présente d'abord comme le lieu 
des foyers des plans et des droiles qui passent par un poinl donné. On voit 
aussitôt que le lieu des points tels que leurs axes de courbure passent par un 
point donné est un cercle, et qu'il y a deux points tels que la sphère osculatrire 
de leurs trajectoires passe par un point donné. 

Après quelques propositions sur le déplacement fini et les pôles doubles de 
trois ou quatre systèmes pris deux à deux, j'aborde le problème qui consiste à 
déterminer les caractéristiques du déplacement, c'est-à-dire le pôle double cl 
l'axe instantané, connaissant les trajectoires de trois points du système. 

On voit tout de suite que la question se ramène à construire trois sphères 
répondant à (les conditions géométriques généralement bien déterminées. 

La solution purement géométrique du problème s'appuie sur les propriétés 
géométriques de trois sphères qui ont ileux points réels communs, et de deux 
systèmes de triangles qui leur sont attachés, lue autre méthode s'inspire plus 
particulièrement des propriétés acquises du déplacement continu, f.'ne 
troisième méthode combinant d'une autre manière ces mêmes propriétés, 
conduit à la construction qui résultera plus tard de la solution analytique du 
problème. 

La question est complétée par l'étude des cas particuliers qui rendent le 
problème indéterminé. 

J'aborde maintenant l'étude analytique par le développement en série des 
coordonnées d'un point suivanl les puissances croissantes d'un paramètre t. 
dans le mouvement direct et dans le mouvement inverse. Je développe de 
même les coordonnées d'un plan et les coordonnées pluekéricnnes d'une 
droite, et je remarque que les coefficients des diverses puissances de t sont des 
fonctions linéairesdesvaleursinifialesdes coordonnées. J'établis ensuite des iden- 
tités, qui seront utiles plus lard.enlre les coefficients de chaque développement. 

Tomme application immédiate de ce qui précède, je développe suivanl les 
puissances de t les coordonnées des points qui deviendront successivement 
centre instantané dans l'espace et dans le système. 

Au moyen des premiers termes des développements des coordonnées, je puis 
étudier aisément tout ce qui est relatif aux élémenls du premier ordre, el 
retrouver d'abord tous les résultats acquis par la synthèse, relativement aux 
foyers, aux caractéristiques, à la sphère <l>. au complexe des vitesses ou des 
droites qui engendrent des surfaces de même paramètre. 

Il existe dans le déplacement continu d'un système invariable une intînilé de 
courbes qui sont normales aux trajectoires de tous leurs points ; mais si on 
cherche celles de ces lignes qui sont dans un plan donné, on trouve que ce sonl 
tontes les droiles qui passenl par son foyer. 



Digitized by 



Google 



Dans le système que j'étudie, ces droites sont remplacées par des spirales 
logarithmiques ; mais si le plan est parallèle à l'ave instantané, ce sonl des 
cercles qui jouent un rôle très analogue à celui des normales dans le système 
invariable. 

Us donnent naissance à un système focal où les plans sont remplacés par 
des sphères ; et enfin à tout cercle dont le centre est dans le plan double, et 
dont le plan est parallèle à l'axe instantané, ils donnent un cercle conjugué . 

J'étudie ensuite la correspondance quadratique d'un plan et de son foyer; 
je montre en particulier qu'entre l'enveloppe d'un plan et le lieu de son foyer 
il existe la même relation, à une homographie près, qu'entre une surface 
anallagmatiqtie et sa déférente. 

l"no autre correspondance intéressante est celle qui a lieu entre un plan el 
le point dont la vitesse est la caractéristique de ce plan, dette correspondance 
est invotutive et. pour un choix convenable des tétraèdres de référence, elle 
prend la forme XX' = YY'r=;ZZ' = --—y— : -^'. Y', Z', étant les coordonnées 
du point. X, Y, / celles du plan. Après la détermination des courbes telles que 
les vitesses de leurs points forment une surface développante, et l'étude de la 
vitesse et de l'accélération en un point fixe de l'espace, je passe à l'étude des 
éléments du second ordre. Je détermine d'abord le centre el l'ellipsoïde des 
accélérations, ainsi que la cubique des inflexions. 

L'étude des contacts des divers ordres des plans avec les trajectoires amène 
d'abord à la surface du troisième ordre, déjà rencontrée, dont tous les points 
.sont tels que les plans oscillateurs de leurs trajectoires passent par un même 
point. L'enveloppe des plans oscillateurs relatifs à tous les points d'une 
droite est une développante de lu troisième classe qui se simplifie quand la 
droite rencontre une fois ou deux fois la cubique des indexions. ,)e retrouve 
enfin la surface, la courbe et les dix points relatifs aux plans qui ont des 
contacts du 3 e . V el ">*' ordre. 

Suit une étude analogue faite au moyen des termes du second ordre dans 
les coordonnées de plans, et se rapportant aux pians qui passent à 3, i,... 
instants consécutifs par le même point ou. ce qui revient au même, sonl 
des plans oscu la leurs, surosculuteurs.... dans le mouvemenl inverse. Enfin 
les plans sont aussi classés au point de vue de la propriété qui consiste à 
rester parallèle à une même droite, ou à passer par une même droite. 

Cette même question traitée dans le mouvement inverse conduit aussitôt 
aux droites qui restent parallèles à un même plan, ou contenues dans un 
même plan ; mais l'élude directe en est faite au moyen des coefficients 
des développements des coordonnées de droites. On trouve de même les 
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droites qui, a trois instants consécutifs, passent par un môme point; et le 
lieu <ie ces points est naturellement la cubique (l'inflexion dans le mou- 
vement inverse. 

Les droites du système qui, à deux instants consécutifs, rencontrent une 
droite donnée, forment un complexe linéaire : pour trois instants consécutifs, 
elles forment une quadrique ; pour quatre, elles sont au nombre de deux. 
Allant plus loin, la droite rencontrée n'est plus arbitraire ; cette réserve faite, 
les droites du système qui rencontrent une même droite fixe a cinq ou à six 
instants consécutifs, forment une congruence, ou sont en nombre fini. 

J'arrive maintenant aux axes de courbure des trajectoires ; le lieu des points 
pour lesquels les axes de courbure passent par un même point est un cercle, et 
le lieu des axes de courbure de trajectoires des points d'une droite est une 
surface du troisième ordre. 

Je détermine ensuite le centre d'une sphère osculatriee ; le lieu des centres 
relatifs à tous les points d'une droite est une cubique gauche. Le lieu des points " 
qui, à quatre instants consécutifs, sont sur un môme cercle est une courbe du 
neuvième ordre ; celui des points qui. à cinq instants consécutifs, sont sur une 
môme sphère, est une surface du cinquième ordre; pour six instants consé- 
cutifs, on a une courbe du sixième ordre ; pour sept, on a quarante-deux points. 

Je résouds et je discute complètement par la voie analytique le problème qui 
consiste à déterminer les éléments caractéristiques du déplacement, connais- 
sant les tangentes aux trajectoires de trois points. Je me donne ensuite les 
surfaces trajectoires de six points du système, et je ramène le problème à la 
résolution d'un système simultané do six équations du premier degré. Le 
problèm» est indéterminé quand les six normales font partie d'Un même 
complexe linéaire. I! y a alors une infinité de déplacements compatibles avec 
les donnée ; pour tous ces déplacements, le lieu du centre instantané est une 
cubique gauche, l'enveloppe du plan double un cylindre parabolique, le lieu de 
l'axe instantané un conoïde. La droite qui coïncide avec l'axe du complexe, 
décrit, pour tons ces déplacements, un même élément de surface réglée, dont le 
plan central est le plan directeur du conoïde des axes instantanés. 

Cette question sert de transition naturelle pour arriver à la seconde partie de 
celle étude, ou je considère les déplacements à deux paramètres. Si, en effet, 
dans cette question le problème est indéterminé, c'est qu'une quelconque des 
six surfaces est celle qui est décrite dans le mouvement à deux paramètres 
défini par les cinq autres. 

On est alors amené à prendre pour axe des ; l'axe thi complexe, pour origine 
le point central de la surface qu'il engendre, pour plan des sx le plan central. 
Avec ce choix des axes, tout déplacement du système s'obtient : 1" par un 
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déplacement qui laisse le système invariable, l'axe instantané glissant étant 
l'axe des ; ; 2" par une rotation autour de l'axe des .r, suivie d'une homothétic 
ayant pour centre l'origine, et d'une translation fixe située dans le plan des z.r. 
Chacun de ces deux déplacements a son paramétre, et on est ainsi amené, 
pour l'étude des éléments du premier ordre, à des formules très simples 
donnant les variutions des coordonnées des points, des plans, et des droites 
du système. A l'aille de ces formules, on retrouve immédiatement les pro- 
priétés relatives aux lieux des centres instantanés, des axes instantanés, et a 
l'enveloppe des plans doubles. On obtient aisément le plan langent en un point, 
la caractéristique d'un plan, le point où le plan touche ta surface qu'il enve- 
loppe, une relation simple entre le plan, tangent el la normale. 

La cubique 1" lieu des centres instantanés se présente aussi comme le lieu 
des points qui décrivent un élément de ligne au lieu d'un élément de surface, 
et, par conséquent, comme l'analogue des droites 1), A dans le système inva- 
riable. Même remarque pour le conoïde des axes et le cylindre des plans 
doubles. Le lieu des foyers d'un plan est le cercle circonscrit aux '.i points 
d'intersection de la cubique r et du plan ; c'est aussi l'intersection du plan 
avec une quadrique passant par la cubique. On voit alors, par analogie, avec 
les systèmes plans, que toutes les normales qui passent par un point donné 
sont dans un mémo plan, et que dans ce plan le lieu des pieds des normales 
est un cercle. Si on fait tourner ce plan autour d'une normale, le lieu du cercle 
est une cyclide cubique. 

L'étude du déplacement d'une droite conduit à l'équation du complexe des 
vitesses en fonction des deux paramètres ; on voit alors qu'il existe en général 
deux déplacements pour lesquels une droite décrit un élément de surface 
développable ; pour que ces éléments soient perpendiculaires entre eux, la 
droite doit appartenir à un complexe linéaire. Si elle appartient a une certaine 
surface, elle engendre un élément de surface développable pour tous les 
déplacements. 11 existe une seule droite réelle qui décrit, pour tous les dépla- 
cements un même élément de surface développable. 
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ETUDE 

SYNTHÉTIQUE ET ANALYTIQUE 

Dl DÉPLACEMENT D'UN SYSTÈME 
QUI RESTE SEMBLABLE A LUI-MÊME 



I 
LE SYSTÈME RESTE H0M0GRAPH1QIÎE A LUI-MÊME 



i. — Soit un système ï d'éléments géométriques remplissant l'espace fixe. 
S. Si ce système se déplace de manière que les distances mutuelles de tous 
ses points restent constantes, un est dans le cas qui a été complètement étu- 
dié d'un système invariable. Je me propose d'étudier le déplacement du sys- 
tème dans le cas où les rapports des distances mutuelles de tous ses points 
restent constants, et je dis alors que le système 2 reste semblable » lui- 
même. 

Certaines propriétés de ce déplacement subsistent dans le cas où les con- 
ditions imposées à S sont plus générales encore : où, par exemple, le sys- 
tème L' se déplace et se déforme de manière que dans toutes ses positions 
il reste homograpliique à lui-même, soit que dans cette homographie le 
plan de l'infini soit conservé, soit même que l'homographie soit totit-à-fai( 
générale. 
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Le système 2 peut se déplacer. et se déformer d'une manière continue, et 
il y a lieu d'étudier les propriétés infinitésimales des courbes décrites par 
les différents points, des surfaces enveloppées par les plans, ou décrites par 
les droites du système. On peut aussi considérer une, deux, trois... positions 
non infiniment voisines, et les propriétés infinitésimales se déduisent de celles 
qu'on a ainsi obtenues, en faisant tendre chaque position vers la précédente. 



2. — Les systèmes ï et ï." sont homographiques. 

Considérons d'abord deux systèmes S et -' homographiques suivant 
l'homographie la plus générale, et qui ne sont pas infiniment voisins. Ou sait 
que les deux systèmes ont 4 points doubles et 4 plans doubles formant un 
tétraèdre que j'appellerai le tétraèdre double. 

Les droites qui joignent deux points homologues des deux systèmes, 
forment un complexe du second ordre appelé tétraèdral dont le tétraèdre 
double est la surface des singularités. Le lieu de toutes les droites du com- 
plexe qui passent par un point donné A est un cône du second ordre r, 
passant par les sommets du tétraèdre, ; le lieu des couples de points homo- 
logues qui se trouvent sur les génératrices de ce cône se ^composent de 
deux cubiques gauches homologues : c'est ce que l'on peut voir comme il suit. 

Soit A' le point homologue de A considéré comme appartenant au système S : 
soient aussi m et m' deux points homologues situés sur une même génératrice 
du cône I". La droite \'m' est dans le système ï' l'homologue de A»i dans le 
système E : et si l'on considère tous les points tels que rti du cône r, les 
droites telles que A'm' forment le cône I" homologue de r ; donc les points 
m' sont sur la courbe d'intersection des deux cônes V et 1". D'ailleurs ces deux 
cônes ont AA' pour génératrice commune ; leur intersection est donc une 
cubique gauche. Cette cubique passe parles sommets du tétraèdre double. 

On sait aussi que le complexe précédent peut être considéré comme défini 
par les intersections des plans homologues des deux systèmes, et que la 
conique de ce complexe est tangente aux 4 faces du tétraèdre. On démontre- 
rait que les surfaces dévcloppables engendrées par les plans de S et de S' dont 
les intersections sont les tangentes de la conique, sont des surfaes du 4 e ordre 
et de la 3 e classe, tangentes aux quatre faces du tétraèdre double. 

Soient maintenant trois systèmes homographiques deux a deux S S' S", et 
considérons dans S un faisceau F de plans passant par une droite D ; fi ce 
faisceau et à cette droite correspondent, dans les systèmes S', S", les fais- 
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ceaux F', F", et les droites D', D". Les intersections des plans homologues 
des faisceaux F et F' engendrent une quadrique réglée ; il en est de même 
pour les faisceaux F' et F". Ces deux quadriques ayant la génératrice D' com- 
mune, le reste de leur intersection est une cubique gauche, qui est le lieu 
des points d'intersection des plans homologues V P' P" des trois faisceaux. 

Corrélativement, si l'on considère l'ensemble des points situés sur une 
droite D de 2, les plans passant par trois points homologues A A' A" des trois 
droites D D' D", enveloppent une développable de la 3 e classe. 

En supposant. les systèmes infiniment voisins, les propositions précédentes 
deviennent autant de propriétés relatives aux tangentes et aux plans oscu- 
lateurs des trajectoires, et aux caractéristiques des plans du système. 



3. — L'homographie de s, s',..., conserve le plan de l'infini. 

Si l'on considère deux systèmes S et S', une des faces du tétraèdre 
double est à l'infini ; soit le point double, réel, à distance finie. Par ce 
point menons une droite 0« égale et parallèle à la droite A A' qui joinl 
deux points homologues des deux systèmes, et qu'on peut appeler le dépla- 
cement du points A. Le système * des points a est homograpbique aux sys- 
tèmes S et S' des points A et A', ef les trois systèmes ont le même tétraèdre 
double. 

De là découlent immédiatement des conséquences intéressantes. Par 
exemple, quand A décrit une droite D, a décrit une droite homologue d t et les 
déplacements des points A sont tous parallèles au plan 0,rf. Ainsi les dépla- 
cements AA' des points A d'une droite D sont porfés par les génératrices d'un 
paraboloïde. On peut s'en rendre compte aussi eu remarquant que les points 
homologues A A' déterminent sur D et D' des divisions semblables. 

Si la droite d passe par l'origine 0, il en est de même de la droite D ; ce qui 
montre que le lieu des points de ï dont les déplacements sont parallèles entre 
eux est une droite passant par l'origine. 

Le foyer d'un plan étant le point de ce plan dont le déplacement lui est 
perpendiculaire, on voit que le lieu des foyers de plans parallèles est une droite 
passant par l'origine, qui est l'adjointe de tous ces plans. 

Soit maintenant un plan/) du système y, et le plan n, mené par parallèle- 
ment à p ; soient aussi P et n les plans de £ homologues de p et de «. Les 
déplacements des divers points de P sont égaux et parallèles aux segments qui 
joignent l'origine aux points homologues de p. Les projections de ces 
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segments sur une perpendiculaire au plan p soot égales a la distance de l'ori- 
gine à ce plan, ou, si l'on veut, à la distance 8 des deux plans p et n. 

Aux plans P, , Pj, . . . parallèles à P correspondent les plans homologues p„p*,... 
parallèles hp, et les projections des déplacements des points de P„ P.,... sur 
une perpendiculaire a p sont égales respectivement aux distances des plans 
p t ,Pi,... au pian n. Mais ces distances sont proportionnelles aux distances des 
plans P,, P».... au plan H. On peut donc conclure, d'une manière générale que 
le déplacement d'un point du système 2 estimé suivant une certaine direction 
est proportionnel à la distance de ce point à un certain plan n passant par 
l'origine, et qui est dit adjoint à cette direction. Ce plan n est donc le lieu des 
points de 2 dont les déplacements sont perpendiculaires à la direction 
considérée (i). 

L'intersection d'un planP avec le plan n correspondant, c'est-à-diré avec le 
plan adjoint à la perpendiculaire au plan P, est une droite C qui jouit de cette 
propriété que les déplacements de tous ses points' sont dans le plan P. La 
droite C homologue de C dans le système 2' est l'intersection du plan P et de 
son homologue P'. 

Considérons dans le système i un cône de révolution y ayant son sommet au 
point 0, et ayant pour axe une droite d ; son homologue dans le système ï est 
le cône r. Heu des points dont les déplacements font un même angle avec la 
droite d. La droite D, homologue de d est le lieu des foyers des plans de 2 
perpendiculaires à d. Si l'angle du cône y varie, son axe restant fixe, le cône 
reste tangent aux deux plans isotropes passant par cet axe ; en môme temps, le 
cône r reste tangent à deux plans fixes imaginaires. 

Le plan P coupe le cône r suivant une conique, laquelle, si P est perpendi- 
culaire à l'axe d de y, est le lieu des points de ce plan dont les déplacements 
font avec ce plan un même angle ; cette conique est, d'après ce qui précode, 
tangente à deux droites imaginaires se coupant au foyer du plan P. 

Le plan n mené par parallèlement à P coupe le cône y suivant les deux 
génératrices de contact des plans isotropes ; donc le plan il, adjoint de P, el 
homologue de n, coupe le cône r suivant les génératrices île contact des deux 
plans imaginaires, et le plan P lui-même suivant la corde de contact de la 
conique du plan P avec les deux tangentes menées du foyer du plan. Celte 
corde de contact n'est donc autre que la droite lieu géométrique des points du 
plan qui ont leur déplacement dans ce plan. 

On peut se proposer aussi de trouver le lieu géométrique des points d'un 
plan P qui ont des déplacements égaux. On voit aussitôt que c'est l'intersection 
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du plan avec l'ellipsoïde E homologue, dans 2 d'une sphère % de » ayant son 
«entre à l'origine 0. 

Les ellipsoïdes E, correspondant aux sphères e.sonthomothéliques et concen- 
triques ; il en est un qui touche le plan P ; le point de contact est le point du plan 
qui a le plus petit déplacement. It est intéressant de savoir si ce plan peut être 
le foyer du plan. Soit T le point où le plan P touche l'ellipsoïde E ; i! a pour 
homologue dans t le point / où le plan p touche la sphère e. Le point T est le 
foyer de P si 0/ est perpendiculaire à P. Or 0/ est évidemment perpendiculaire 
à p ; donc p et P doivent être parallèles et couper le plan double à l'infini 
suivant une même droite, ce qui ne peut avoir lieu que si cette droite est une 
arête de la face à l'infini du tétraèdre double. 

Ainsi les plans pour lesquels le point de déplacement minimum est foyer, sont 
aux qui sont parallèles aux plans doubles à distance finie. 

11 faut remarquer aussi que, sur ces plans, le lieu des points dont les déplace- 
ments sont égaux coïncide avec celui des points dont les déplacements font des 
angles égaux avec la normale au plan. 

4. — Soient maintenant trois systèmes homographiques 2, 2', 2", ayant le 
plan de l'infini pour plan double commun. Les systèmes 2 et 2' ont, à distance 
finie, un point double 0, 2' et 2" un point double 0', enfin 2 et s"-un point 
double 0". 

Soient A' et A" les homologues dans S' et S" d'un point A du système 2 : au 
point A de ce système correspond le plan P A qui contient les 3 points A A' A" ; 
de même à un plan P du système 2 correspond dans ce plan un point A P qui est 
l'intersection de P et de ses homologues P' etP". 

Proposons-nous de trouver le lieu des points A dont les plans P A passent par 
un point fixe donné Et, et, pour cela, cherchons combien il y a de- ces points 
sur une droite quelconque donnée D. 

Soient D' et D" les homologues dans 2' et 2" de la droite D considérée 
comme faisant partie de 2. 

Lorsque le point A décrit la droite D, la droite A A' engendre un paraboloïde 
qui contient les droites D et D' ; et le plan A A' B est tangent à ce paraboloïde. 
De même la droite A' A" engendre un paraboloïde contenant les droites D' etD" ; 
et tout plan A A' A" qui passe par B est un plan tangent commun aux deux pa- 
raboloïdes. Comme ils ont une génératrice commune D', on ne peut leur mener 
du point B que 3 plans tangents communs. Ainsi la droite D rencontre le lieu 
cherché en 3 points, et le lieu est une surface Sa du 3 e degré. 

Nous verrons bientôt que toutes les surfaces S> passent par une même 
cubique gauche Cj, lieu des pointe A qui sont en ligne droite avec leurs homo- 
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logues A' A". Dont, l'intersection de deux surfaces S 3 se compose, outre cette 
cubique, d'une courbe du 6 e ordre ; et on peut énoncer que le lieu des points A 
dont les plans P, passent par une même droite est une courbe du 6 e ordre. De 
même l'enveloppe des plans P dont les points A,, décrivent une même droite, 
est une développable de la 6 e classe. 

Par un point quelconque U de l'espace, je mène les droites ila, ûa' respec- 
tivement égales et parallèles aux segments AA', A' A" ; et j'appelle accélération 
du point A le segment a a'. Les systèmes iet »' formés par l'ensemble des 
points a et l'ensemble des points a' sont homographiques entre eux, et aux 
systèmes S. 

Quand les points A A' A" sont en ligne droite, les points a et a' sont sur un 
même vecteur partant du point Q, et nous avons vu que les droites qui, joignant 
deux points homologues, passent par un point fixe, forment un cône du second 
degré, et que les points homologues forment sur ce cône deux cubiques gauches. 
Il en résulte que le Heu des points A du système S qui sont en ligne droite avec 
leurs homologues A' A" est une cubique gauche G, qui passe évidemment 
parOetO". 

Quand les points A A' A" sont en ligne droite, le plan A A' A" est indéter- 
miné ; il en résulte que la cubique C 3 fait partie du lieu S 3 des points dont les 
plans P, passent par un point fixe donné. 

Si maintenant on mène un rayon Oa égal et parallèle à a a', les points a 
forment un système * homographtque aux précédents. On est alors conduit 
pour les accélérations à des propriétés analogues à celles des déplacements ; 
par exemple pour le lieu des points de ï dont les accélérations font un angle 
constant avec une direction donnée, ou dont les accélérations sont égales. Il y 
a un point réel de 2 dont l'accélération est nulle; c'est l'homologue dans S du 
point o de s. Ce point est évidemment sur la cubique C a . 

Il est facile de voir que si on considère 3 systèmes plans, situés dans le 
même plan, et homographiques deux à deux, d'une homographie générale, il 
existe dans chaque système, en général, une infinité de points en ligne droite 
avec leurs deux homologues, et ces points se trouvent sur une cubique ; 
d'ailleurs ces lignes droites qui portent 3 points homologues enveloppent une 
courbe de la 3 e classe. Corrélativement, il existe dans chaque système une 
infinité de droites qui passent par le point d'intersection de leurs deux homo- 
logues ; ces droites enveloppent une courbe de la 3 e classe, et les points d'inter- 
section sont sur une courbe du 3 e ordre. 

Considérons alors les traces des droites homologues D D' D" des systèmes 
ï 2' £" sur ie plan de l'infini ; elles forment 3 points homologues de 3 
systèmes plans homographiques. On conclut de ce qui précède que les 
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droites de S qui sont parallèles à un mftme plan avec leurs homologues 
dans 2' et 1", sont parallèles aux génératrices d'un cône du 3 e ordre, et 
les plans auxquels ces droites sont parallèles sont eux-mêmes parallèles aux 
plans tangents d'un cône de la 3 e classe. Enfin les plans de S -qui sont 
parallèles aux intersections de leurs homologues dans 2' et S", sont aussi 
parallèles aux plans tangents d'un cône de la 3 e classe, tandis que ces 
intersections sont elles-mAmcs parallèles aux génératrices d'un cône du 
3 e ordre. 

5. — Soient maintenant quatre systèmes homographiques ï. S', S", !"', le 
plan de l'infini étant toujours un plan double commun. Proposons-nous de 
trouver le lieu des points A du système S tels que les quatre points A A' A" A'" 
soient dans un même plan. 

D'un point quelconque de l'espace menons les vecteurs Oa, Oa', Oa", 
respectivement égaux et parallèles aux segments AA', AA", AA'". Les 3 
systèmes formés par les points «, "'. a", sont homographiques entre eux et 
aux systèmes -", le plan de l'infini étant un plan double commun. 

Si les points A A' A" A'" sont dans un même plan, il en est de même des 
vecteurs Oa, Ou', On" ; le point « est donc tel que le plan a «' u" passe par le 
point 0. Nous avons vu que le lieu géométrique d'un tel point est une surface 
du 3 e ordre ; le lieu cherché pour le point A est donc aussi une surface du 
3 e ordre. Cette surface contient évidemment la cubique (', des points tels 
que A A' A" soient en ligne droite, car alors les quatre points A A' A" A'" 
sont dans un même plan. x 

Considérant un système de plus V, on voit que le lieu des points, dans 
l'un quelconque des systèmes, tels que 5 points homologues soient dans un 
même plan, est l'intersection de deux surfaces du 3 e ordre. Mais il faut 
observer que, si l'on considère le lieu dans le système S", par exemple, la 
surface du 3 e degré, lieu de A", pour laquelle les points A A' A" A'" sont 
dans un môme plan contient la cubique Ci' pour laquelle les points A' A" A'" 
sont en ligne droite ; et la surface du 3 e degré, lieu de A", pour laquelle les 
4 points A' A" A'" A" sont dans un même plan contient aussi la cubique C*, 
Cette cubique ne fait pas partie du lieu. Donc les deux surfaces se coupent, 
en dehors de cette cubique, suivant une courbe du 6 e ordre qui est le lieu 
cherché. 

Enfin ajoutons un nouveau système 2* ; le point A", par exemple, appartient 
aux 3 surfaces du 3 e degré, S"S^' Sj' pour lesquelles les points A A' A" A"', 
A' A" A'" A"', A" A'" A'" A", sont dans un même plan. Ces 3 surfaces se coupent 
«n 27 points ; mais il faut en rejeter un certain nombre. En effet, la cubique 
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C" lieu îles points A" pour lesquels A' A" A'" sont en ligne droite appartient 
à la fois aux surfaces S" et S',', elle rencontre S^' en 9 points qui ne font pas 
partie du Heu. De même la cubique C", lieu des points A" pour lesquels 
A" A'" A' v sont en ligne droite appartient à la fois à S',' et n S!,', et elle rencontre 
S" en 9 points à rejeter également. Mats il faut observerque les cubiques C" et 
C" ont un point commun, c'est le point double à distance finie des systèmes 
£" et S'". Ce point a donc été compté deux fois : il n'y a donc pas 18 points, 
mais i 7 points seulement à rejeter, et ainsi il en reste 10 1 1 ) . 

Si l'on considère t systèmes homograpliiques plans »,*', <r",v'", situés dans un 
môme plan, le lieu des points a du système * qui sont en ligne droite avec 
leurs homologues a' a", est une cubique passant par 1rs sommets du triangle 
double des systèmes * et t', et aussi par les sommets du triangle double des 
systèmes <*' et *". De môme le lieu des points a de t, tels que les points a a' a'", ■ 
dans les systèmes homograpliiques o- *'*'", soient en ligne droite, est une 
cubique passant par les sommets du triangle double de ? et *' , ainsi que par 
les sommets du triangle double de a et*'". Ces deux cubiques sont donc 
circonscrites & un mCme triangle (t?'|, et par suite se coupent en 6 autres 
points, pour lesquels les points a a' a" a'" sont en ligne droite. 

Corrélativement, les droites d telles que dd' d" d'" passent par un même 
point sont au nombre de 6. 

Appliquant ces résultats aux systèmes à 3 dimensions 2 2' 2" 2'", et aux 
systèmes t ?' i" *"' formés par les points de ces systèmes situés dans le plan 
de l'infini, on voit qu'il y a 6 directions de droite* D telles que D D' D" D'" 
soient parallèles à un même plan ; et qu'il i/ a 6 faisceaux de plans P parallèles 
tels que PP' P" P'" soient jxtrallèles à une même droite. 



11 
LE SYSTÈME RESTE SEMBLABLE A LUI-MÊME 

1. — Nous savons, d'après Chaslcs, que deux systèmes semblables 2 et 2' 
éiant donnés, il existe un point qui, considéré comme appartenant a 2. est 
lui-même son homologue dans 2'. Il suffit de faire tourner S autour d'un 
certain axo OZ passant par ce point, pour rendre 2 homolhclique a 2'. Soit P 
le plan mené par perpendiculaire à OZ ; tous les points de 2 qui sont dans 
ce plan ont leurs homologues dans ce même plan. Le tétraèdre double des 

(1) Voir Schmnflies, Géométrie du mo 
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deux, système.* a pour sommets le point 0, le point à l'infini sur OZ, et les deux 
points cycliques du plan P. 

t. — Soif M' le point de S' homologue du point 
M de S, ///' et m leurs projections sur le plan P. 
Les droites OM, OM' faisant des angles égaux avec 
OZ, le plan bissecteur du dièdre qui a pour arête 
OZ, et dont les faces contiennent OM et OM', est 
perpendiculaire aux plans des angles MOM' et 
mom\ et coupe les plans de ces angles suivant des 
droites ON et On qui sont leurs bissectrices. 

Soit/ la trace de MM' sur le plan P ; la droite Ot 
qui est l'intersection dé deux plans perpendicu- 
laires au plan bissecteur, est perpendiculaire à ce plan, et en particulier aux 
droites ON et 0«. Donc 0/ est la bissectrice extérieure des angles MOM' et 
mO/n' ; el le rapport ( -y, est égal au rapport (J -y„ qui est le rapport des dimen- 
sions linéaires homologues de ï et ï'. On peut donc énoncer cette propriété 
remarquable. 

Etant donnés (leur xystèmrx semblables ï et S', xi l'on Joint un point M de - an 
point homnlngiieW de?:', et si xur le prolongement de MM' on prend im point t tel 
que le rapport — ,. 7 soit égal au rapport des dimensions finr.iire* homologues des 
deux systèmes, tous les point x t aimi obtenus sont dans un même plan qui est le 
plan double des deux .v/xtèntex. 

Quant au point double 0, on voit qu'il est commun à tontes les sphères qui 
ont pour diamètres les segments X/. 

Le rapport y™ est égal à j,u„ et le point ai' est l'homologue dans S' du 
point m de ï ; l'angle m'Om est celui dont il faut faire tourner ï' autour 
de OZ pour le rendre homothétique à -. Le triangle mOm', déterminé par le 
point double et les projections sur P de deux points homologues, a donc 
une forme invariable, ses angles restant constants, et sa grandeur seule 
pouvant varier ; il en est de même des triangles mOt ou m'Ot. Il en résulte 
que si M décrit une courbe dans ï, la trace de MM' sur le plan double P est 
semblable à la projection de la courbe sur ce plan, 

Les considérations qui précèdent permettent de résoudre? simplement le 
problème qui consiste, étant donnés deux triangles homologues ABC, A'B'C' 
de deux systèmes semblables, à trouver les éléments du lélraèdre double des 
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deux systèmes, c'est-à-dire le point et Taxe OZ, qu'on pourra appeler le 
centre et l'axe du déplacement. Il suffira de joindre AA', et de prendre sur le 
prolongement de cette droite le point / ( défini par la proportion -j—, = jr-g, ; 
on déterminera d'une manière analogue les points / s et /) sur IJB' et sur CC. 
Le plan t, t t t } est le plan double P. On pourrait déterminer le centre, comme 
il a été dit plus haut, par l'intersection de 3 sphères, mais on peut l'obtenir 
par une construction plane. Il suffit de chercher dans le plan P le pôle double, 
ou le centre de rotation (I) du triangle /, U t 3 > et du triangle semblable abc r 
projection de ABC sur le plan P. Ce pôle double est le centre du déplace- 
ment, et on a l'axe en menant OZ perpendiculaire à P. 

D'après ce que nous venons de voir, l'angle 0//» est constant. On peut rattacher 
et; résultat à cette propriété de la droite MM ' d'appartenir à un complexe 
tétraèdral, ce qui revient à dire que le faisceau des plans menés par MM' et les 
4 sommets du tétraèdre double a un rapport anharmonique constant. Ce faisceau 
est coupé par le plan P suivant les droites tO, fin, et les droites isotropes menées 
par t. Le rapport anharmonique de ce faisceau de droites étant constant, l'angle 
Otm est invariable, 

3. — Cette propriété rend très aisée l'élude directe du complexe des droites 
MM'. Soit en effet S le sommet d'un cône du complexe, et s sa projection sur 
le plan P. L'angle stO étant constant, le lieu du point / est une circonférence 
passant par les points et f ; le cône du complexe a pour base sur le plan P 
celte circonférence ; on voit qu'il passe par le point 0, les points cycliques du 
plan P, et le pointa l'infini sur OZ, car il contient la génératrice S.v parallèle à 
cet axe. 

L'angle Oms étant aussi constant, le point/» est sur une circonférence passant 
par et s, le lieu du point M est donc la cubique gauche, intersection du cylindre 
qui a cette circonférence pour base, et du cône du complexe, ces deux surfaces 
ayant une génératrice commune S*. 

Si l'on considère toutes les droites M M' contenues dans un même plan, on 
voit que le Heu de la trace t de M M' sur le plan P est la trace du plan même où 
elle est contenue, et comme l'angle Otm est constant, mt enveloppe une para- 
bole. Cette parabole est la projection de la conique du complexe contenue 
dans le plan considéré. Le lieu de m, ainsi que celui de m' est une droite ; il en 
est donc de môme du lieu de M et du lieu de M'. Ainsi la conique du complexe 



(1) Roucbé et Comberousse (Géométrie) ; J. Petersen (Problèmes de construction* 

géométriques). 
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est une parabole tangente au plan 1*, et dont la projection sur ce plan a pour 
foyer le point 0. On vérifie par là qu'elle est langente aux quatre faces du 
tétraèdre double. 

Soit maintenant une droite D du système S ; quand le point M parcourt fa 
droite D, le point M' décrit la droite homologue D' ; la trace / de M M' sur le 
plan P décrit aussi une droite T. et la projection m m' de M M ' sur le plan Y en- 
veloppe une parabole dont est le foyer. Cette parabole est le contour apparent 
sur le plan P du paraboloïde, lieu de la droite MM'. Le plan P coupe ce para- 
boloïde suivant la droite T, et suivant une autre droite qui joint les traces de 
D et D' sur P. Ainsi le paraboloïde est langent aux l.faces du tétraèdre double ; 
c'est une propriété qui s'étend à* l'homographie la plus générale. Corrélative- 
ment on peut dire aussi, — et il est facile de le démontrer directement, — que 
le lieu des intersections des plans homologues passant par D et D' est une qua- 
drique circonscrite au tétraèdre double, et dont, par conséquent, dans le cas 
actuel le plan P est un plan de section circulaire. 

On voit, par ce qui a été dit plus haut, que le point / où la droite qui joint deux 
points homologues MM' perce le plan P, ne dépend que de la projection m de M, 
ou /«' de M' sur ce plan. Si m décrit une droite, t décrit aussi une droite, et mt 
enveloppe une parabole. On peut donc dire que les droites qui joignent tous les 
points M d'un plan parallèle à OZ à leurs homologues rencontrent une même 
droite du plan P et sont tangentes à un cylindre parabolique. 

Comme l'homographie la plus générale peut se ramener par une transfor- 
mation homographique à celle qui nous occupe, le résultat précédent peut 
s'énoncer ainsi. 

Etant donne un plan passant par un sommet du tétraèdre double de deux 
■systèmes homographiques, les droites joignant tous les points de ce plan considéré 
comme appartenant à l'un des systèmes aux points homologues de l'autre système, 
rencontrent une droite fixe située dans la face opposée, et sont tangentes à un cône 
qui touche les trois faces du tétraèdre double passant par te sommet considéré. 

On énoncerait aisément la propriété corrélative. 

Appliquant alors cette propriété au point de l'homographie actuelle, et la 
propriété corrélative au plan P, on obtient des propriétés correspondantes que 
nous retrouvons dans l'étude du déplacement infiniment petit. 
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4. — Déplacement infiniment petit. 

Si nous supposons maintenant les systèmes - et 2' infiniment voisins, les 
propriétés précédentes deviendront aisément des propriétés du déplacement 
infiniment petit du système £. 11. en est une surtout qui conduit à presque toutes 
Les autres, et que l'on peut énoncer ainsi : 

La tangente à la trajectoire d'un point M perce te plan double P en tin point t 
tel que le triangle ayant pour xomin H le pâle double 0, le point t et la projertion 
m de M *w h plan double, est. rerfnngle en 0, et de forme dêieraùue'e. 

L'angle V au point)» du triangle mut est donné par une expression très 
simple : On passe de 2 à 2' par une rotation n autour de OZ, [s étant un 
infiniment petit), et par une homolhétie de centre qui fait varier chaque 
dimension linéaire dans le rapport de 1 -f- À t à I . En considérant la parlie de i 
qui appartient au plan double el qui l'orme ainsi un syslème plan donl esl le 
pôle double, on voit que l'on a: tgV=y 

Les tangentes aux trajectoires, ou les vitesses des divers points de S appar- 
tiennent à un complexe télraèdral. Un déduit du déplacement fini, ou l'on peul 
démontrer directement, au moyeu de lit propriété énoncée un peu plus haut, 
que le cône du complexe a Je plan double pour plan de section circulaire ; qtw 
la conique du complexe est une parabole ; et (pie le lieu des points donl les 
vitesses passent par un point donné S, est une cubique, intersection d'un cône, 
et d'as cylindre de révolution, ayant pour génératrice commune la droite !» 
qui projette S sut le plu» P. Ce cône et ce cylindre sont orthogonaux 1«* long 
do. la génératrice commune. 

La caractéristique d'un plan est l'intersection de ce plan avec sa position 
infiniment voisine; c'est aussi la droite du plan dont les vitesses sonl contenues 
dans ce plan : el l'on voit aussi que les caractéristiques des plans et les vitesses 
des points de S forment le même complue, une droite élnnt i\ In fias vitesse 
et caractéristique. 

Si l'on considère une pareille droite comme la caractéristique d'un plan, les 
vitesses de tous ses points enveloppent dans ce plan la conique du complexe. 
Considérons maintenant la même droite comme la vitesse d'un certain point S 
•de cette droite, et soif, par celle droite, un plan arbitraire. La caractéristique 
de ce plan passe par le point S, puisque la vitesse de S est dans le plan, floue 
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le Heu des caractéristiques des plans passant par la droite est le cône du com- 
plexe relatif an point dont la droite est la vitesse. 

On peut d'ire aussi que si, par choque génératrice d'mt vône du complexe, on 
mène le plan dont cette génératrice est la naractéristiçtte^tous ces plans postent par 
une même droite, qui est la vitesse dtt sommet du cône. 

Nous venons de voir que lorsqu'une droite D appartient .au complexe des 
vitesses, les vitesses de tous ses points enveloppent la conique du complexe, et 
les caractéristiques de tous les plans qui passent par cette droite l'ormfrat le 
cône de ce complexe. Quand la droite D n'appartient pas au complexe, l'étude 
du déplacement fini nous conduit à énoncer que les vitesses de ses points engen- 
drent un paraboloide tangent aux quatre faces du tétraèdre double, et que les 
caractéristiques de tous les plans qui la contiennent engendrent un hyperbnloïde 
circonscrit à ce même tétraèdre. 

La démonstration directe de cette dernière propriété conduit a un résultat 
intéressant. 

■Soient le point double et t 
la trace de fa droite D sur le plan 
double P qui est celui de la 
figure ; un plan variable passant 
par la droite D a pour trace une 
droile le. 

Considérons de nouveau le 
triangle rectangle de forme dé- 
terminée, que nous appellerons 
fondamental, qui a son sommet 
de l'angle droit au point 0, et 
dont un angle aigu est l'angle V. 
Si un de ses sommets décrit la 
droite te, l'autre, qui est aussi le 
sommet de l'angle V, décrit une droite perpendiculaire à te, et c'est la projection 
du lieu des points du plan dont les vitesses ont leurs traces sut et, c'est-à- 
dire la projection de la caractéristique. 

Le point c où la caractéristique perce le plan P a sa vitesse dans ce plan et 
dirigée par conséquent suivant et; l'angle Oct est donc égal à V. 

Quand le plan variable tourne autour de D, sa trace tourne autour de ?, et 
te lieu du point c est un cercle. C'est l'intersection du lieu des caracléristiques 
avec le plan double P. 
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La projection c 9 <le la caractéristique passe par le point 6 de ce cercle 
diamétralement opposé au point t. Donc la caractéristique rencontre la droite 
parallèle à l'axe OZ qui se projette au point & ; la caractéristique du plan est 
la projection de cette droite sur ce plan. 

La position de ne dépend que de -celle de /;"ces deux points sont les 
sommets d'un triangle fondamental. On obtient donc les caractéristiques de tous 
les plans qui passent par une même droite, et même gai /Missent par un même point 
t du plan double P, en projetant sur ces plans une même droite parallèle à l'axe OZ. 

Cette propriété est l'analogue de celle qui est bien connue dans le dépla- 
cement d'un système invariable, et qui permet d'obtenir les caractéristiques 
d'un faisceau de plans passant par une même droite, en projetant sur ces 
plans l'adjointe d'un plan perpendiculaire à la droite. 

On voit maintenant que le lieu des caractéristiques peut être engendré par 
l'arête d'un dièdre droit dont les faces passent par deux droites fixes ; c'est un 
hyperboloïde H. Si la droite D est tangente à la trajectoire d'un point ; ce point 
se projette en 6; les deux droites se rencontrent, et le lieu est un cône. 

Nous avons vu que sur ce cône le lieu des points dont les vitesses sont 
les génératrices est une cubique gauche ; il en est de même sur l'hyper- 
boloïde H, car soit Me la génératrice tangente à la trajectoire du point M : 
ce point M ce projette en un point m qui forme avec le point et la trace c de 
cette génératrice un triangle fondamental. Le lieu du point m est donc une 
circonférence passant par et 6 (fig. 2) et orthogonale à la circonférence lieu 
du point r. Ainsi le point M est sur l'intersection de l'hyperboloïde H et d'un 
cylindre de révolution, la droite parallèle a OZ qui se projette en 6 étant une 
génératrice commune aux deux surfaces, cette intersection est une cubique 
gauche. 

Considérons la cubique C dont tous les points ont leurs vitesses dirigées 
vers le point S de cette même courbe; une corde quelconque MN de cette 
cubique appartient au complexe des vitesses, car les vitesses des points M, N 
sont dirigées vers M S et N S, et sont ainsi dans le plan de M N S ; cette droite 
M N est la caractéristique de ce plan. Soit donc une droite D rencontrant la 
cubique au seul point S ; tous les plans qui passent par D coupent la cubique 
en deux autres points M et N, et la droite M N est la caractéristique du plan 
correspondant MNS. Donc le lieu rf«MN est l'hyperboloïde H relatif à la 
droite D ; cet hyperboloïde contient ainsi la cubique C. 

Si la droite D varie de manière à passer toujours par le point S, l'hyperbo- 
loïde H varie en passant toujours par la cubique ; donc les hyperbolôides H qui 
pussent par un même point passent aussi par une même cubique gauche. Si au 
contraire le point S décrit la droite fixe D. la cubique correspondante reste 
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toujours sur l'hyperboloïde H, et l'on voit que le lieu des cubiques C relative» 
à tous les points d'une même droite D est l'hyperboloïde H relatif à celte droite. 

Quand le point S par lequel passent les hyperboloïdes H se trouve dans le 
plan double P, la cubique commune a ces hyperboloïdes se décompose en un 
cercle du plan P passant par et S, et en une droite perpendiculaire h P au 
point diamétralement opposé à S dans le cercle. 

On conclut, par voie de dualité, des propriétés corrélatives pour les parabo- ^ 
loïdes lieux des vitesses de tous les points d'une même droite. En particulier 
quand la droile varie en restant dans un même plan passant par 0, les 
paraboloïdes ont un plan directeur commun, et sont circonscrits à un même 
cône. Ce cône, qui a pour sommet le point 0, qui est tangent au plan donné, 
et aux trois faces du tétraèdre double qui passent par 0, est celui auquel nous 
avons vu que sont tangentes les vitesses de tous les points du plan donné. 

5. — Voici un nouveau complexe qui se rattache au précédent. C'est celui 
des droites de 2 qui engendrent des surfaces réglées de même paramétre. 

Désignons toujours par X el r les éléments caractéristiques du déplacement 
infiniment petit, et rappelons que l'on passe alors de ï a S' par une rotation 
rt autour de OZ, et une homolhétie 1 -j-Às de centre 0. 

Soit C, un point situé sur Taxe de rotation OZ ; si on 
substitue au point le point C, comme centre d'homo- 
thétic instantané, en gardant le même axe OZ, et les 
mêmes éléments caractéristiques À et r, on passe du 
système S à un système semblable %', qui est égal à £'. 
11 est facile de voir que ïj et 2' se déduisent l'un de 
l'autre par une simple translation parallèle à OZ. Soit 
en effet un point A de S, l'homothétie du centre 
amène A en A', et celle de centre C, amène A en A,'. 
On voit que A'A| est parallèle à OZ et que l'on a 

A' A' AV a*. OA ,,,.,., n „ . 

_^— — _ 7TT _ = ), e; doit A'A, = 0G, Aï. 

OL OA OA 

Lu rotation commune re autour de OZ laisse les 
points A' et Aï sur une parallèle à Z, et ne modifie 
pas leur distance A, A; = C,. a s, indépendante de la position du point A. 

Désignons par [OJ et [C,] les déplacements infiniment petits relalifs aux 
centres et C,. Soit M un point de S, et D la tangente à la trajectoire de ce 
point dans le déplacement [C,] . 

Si nous considérons D comme une droile de 2, le déplacement [C,] l'amène 
dans une position M T', infiniment voisina de sn première position MT,. 
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L'angle T,MT t ' est un élément plan du cône de révolution dont Taxe Mm, est 
parallèle à OZ, et le plan T, M m, est perpendiculaire a cet élément. 

Soit maintenant D' la position où le déplacement [OJ amène la droite D de S ; 
on obtient D' en menant MM' parallèle à Qz, dirigé dans le sens de vers C„ 
et égal à OC). Xe, puis en menant par M' une parallèle a MT,'. 

Le plan T, M M' est langent à la surface engendrée par D dans le déplace- 
ment [OJ ; comme il est, ainsi que nous venons de le voir, perpendiculaire au 
plan T, M T,'. qui est parallèle aux deux génératrices infiniment voisines D et D' 
de cette surface, le point M est sur D le point central. 

Pour avoir le paramètre de distribution, menons M'R perpendiculaire a 
M T t , et désignons par y l'angle Ti M T,' ; l'expression de ce paramètre est — . 

Soit « l'angle T t M«*„ on a M' R — M M' sin a = C, sin ». X s Pour avoir ? 
évaluons de deux manières l'élément T| T, décrit dans le déplacement |C ( ] par 
la trace de D sur le plan double correspondant. On a d'abord T, T', = M T\. <p; 
comme l'angle T, /«, T,' est égal à r e, on a aussi : 

T l Tl=m,T i ./\« = MT,sia *.;■*. 
Egalant ces 2 valeurs de TiT„ on a s=.sin a. re. 

I.PI ' T 

Ainsi, toutes les tangentes aux trajectoires dans le déplacement [Ci], deviennent 
dans le déplacement [Oj des droites qui engendrent des surfaces réglées de même 
paramètre 0C|. — . Inversement : Les droites gui dans le déplacement [OJ engen- 
drent des sur/aces réglées de même paramètre p, sont le" tangentes aux trajectoires, 
ou les vitesses dans le déplacement [CJ, qui a même axe OZ, mêmes éléments 
caractéristiques )> et r, mais dont le rentre C est à une distance de égale à ï- 

Soit maintenant sur OZ (fig. 3) un second point, C„ situe a la même dis- 
tance ^ du point 0, mais dans le sens opposé à OC, ; le raisonnement précédent, 
appliqué aux deux déplacements [Oj et [C,j, montre que toute droite tangente 
à la trajectoire d'un de ses points dans le déplacement [C,] est une droite qui 
dans le déplacement [0] engendre une surface réglée de paramètre //. On peut 
donc dire que, dans le déplacement |0|, les droites qui engendrent une surface 
de paramètre donné appartiennent à deux complexes tétraèdraux. Cependant 
on peut distinguer les droites qui appartiennent à l'un ou à l'autre de ces 
deux complexes. 
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On voit en effet que, dans une surface engendrée par une droite D du com- 
plexe provenant de [C,], quand la génératrice D tourne dans le sens de la 
rotation ;-, le point central se déplace dans le sens MM, opposé à OZ. Il se 
déplace dans le sens OZ quand la droite provient du complexe qui se rattache à 
C, ; et si on distingue les paramètres de distribution par un signe, suivant le 
sens où se déplace le point central, la position du point C, ou C, est liée au 
paramètre en grandeur et en signe par l'expression ££-. 

De ce que le complexe des droites D qui. engendrent des surfaces de même 
paramètre n'est autre qu'un complexe de vitesses, de ce que le point central 
n'est autre que le point de contact avec sa trajectoire de la droite considérée 
comme tangente à la trajectoire d'un de ses points; enfin de ce que le plan 
langent à l'infini de la surface réglée sur la génératrice D n'est autre que le 
plan qui a pour caractéristique cette droite considérée comme vitesse, on con- 
clut immédiatement les propriétés suivantes. 

Les points centraux des surfaces engendrées par fouies les droites qui passent 
par un point donné S, sont sur un cylindre de révolution dont OZ est une 
génératrice. 

Les droites qui, jxissant par un même point donné S engendrent des surfaces 
réglées de même paramètre forment deux cônes dit second degré. 

Sur chacun de ces cônes le lieu des points centraux de ces surfaces est une 
cubique gauche ; et les plans tangents aux points A /'infini de ces surfaces passent 
par une même génératrice du cône. 

On énoncerait aisément les propriétés relatives au paraboloïde lieu des 
droites engendrant des surfaces de même paramètre et dont le point central 
décrit une droite ; et à l'hyperboloïde de ces mêmes droites telles que le plan 
tangent à l'infini passe par une même droite ; etc.. 

On voit dans l'étude du complexe des vitesses que le cône du complexe, 
quand son sommet se trouve dans le plan double, se décompose en ce plan 
double et un plan perpendiculaire ; de plus le lieu des points de contact de ces 
vitesses avec les trajectoires correspondantes se décompose en un cercle situé 
dans le plan double, et une droite perpendiculaire a ce plan. Il en résulte une 
pareille décomposition pour le cône et pour la cubique du complexe des droites 
qui engendrent des surfaces réglées de paramètre p, quand la distance h du 
sommet S du cône au plan double est liée au paramètre p par la relation 
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Fig. 4 



6. — En se reportant au cas du dépla- 
cement fini et à la figure 1 , on voit que 
Mt est proportionnel au déplacement MM'; 
donc dans le déplacement infiniment petit, 
le segment M/ (fig. 4) compris entre un 
point M du système et la trace / sur le 
plan double de ta tangente à la trajectoire 
de ce point, est proportionnel à la vitesse. 
Menons du point un segment OQ égal 
et parallèle a /M ; à chaque point M du 
système £ correspond un point Q, et l'en- 
semble des points Q forme un nouveau 
système * homographique à S. Nous avons 
éludié les relations de ces systèmes dans 
une homographie plus générale, et nous 
en avons déduit des propriétés qui s'ap- 
pliquent naturellement au cas actuel. Mais dans ce dernier cas, la correspon- 
dance des systèmes ï et *■ se traduit par une relation géométrique bien 
simple. 

Nous savons que le triangle m o t formé par la trace de la tangente à la tra- 
jectoire de M, par la projection de ce point, et par le point O est rectangle au 
point 0, et que ses angles sont constants. Il en est de môme du triangle Omq, 
{q étant la projection de Q) ; on voit donc qu'on passe d'un point Q de ? au 
point homologue M de S de la manière suivante. 

La projection m de M sur le plan double s'obtient en faisant tourner dans ce 
plan la projection Oq de OQ, de l'angle V, et en la multipliant par cos V ou 
i- — ; on porte ensuite en m une coordonnée h* M égale et parallèle à Qy. 
On peut dire aussi que l'on imprimera à * une rotation V autour de OZ, en 
môme temps qu'une homothétie de centre 0, et telle que le rapport des dimen- 
sions linéaires après et avant la rotation soit- 



\/v+ 



; puis comme après celte 



opération toutes les coordonnées parallèles i\ OZ, sont réduites, tandis qu'elles 
ne doivent par l'être, on les dilatera dans le rapport Li!±^' 

On voit ainsi qu'une sphère du système t a pour homologue dans ï un ellip- 
soïde de révolution allongé dans la direction OZ ; c'est le lieu des points de ï 
dont la vitesse a une grandeur donnée. 

Par les considérations qui précèdent il serait aisé de démontrer directement 
les propriétés que l'on peut aussi déduire de celles qui ont été exposées pour 
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deux systèmes homographiques ï el S', par exemple au sujet des points d'un 
plan qui ont la même vitesse, ou dont les vitesses font un même angle avec ce 
plan, ou encore du point d'un plan ou d'une droite dont la vitesse est perpen- 
diculaire à ce plan ou a celle droite ; etc.. 

7. — Soil SU le système plan formé par les points de S qui sont dans un 
plan n ; après un déplacement infiniment petit, le plan n prend une position 
infiniment voisine n' qui contient le système plan (SU)'. Ramenons [SU}' dans 
le plan n en faisant tourner n' autour de la caractéristique ; les deux systèmes 
semblables étant situés dans le mémo plan ont dans ce plan un pôle double F. 
On passe donc, en définitive, de SIT à (SU/, en faisant tourner 211 dans son plan 
autour de F, et en multipliant en même temps ses dimensions linéaires par 
1+Âe; puis en faisant tourner n autour de sa caractéristique pour l'amener 
dans la position n'. Il résulte de là que le déplacement d'un point quelconque 
du plan n est la résultante de deux déplacements : d'abord celui qui est obtenu 
dans ce plan par la rotation accompagnée d'homothétie, puis un déplacement 
perpendiculaire au plan. 

Le déplacement dans le plan est tel qu'il fait, pour tous les points du plan, 
un angle constant avec la droite qui joint chacun de ces points au point F. Le 
déplacement perpendiculaire au plan est proportionnel à la distance du point 
considéré a la caractéristique. Le déplacement du point F dans le plan étant 
nul, le déplacement total de ce point est perpendiculaire au plan ; c'est le fover 
du plan. Les points de la caractéristique, au contraire, ont leurs vitesses situées 
dans le plan II, el il résulte des propriétés précédentes que ces vitesses enve- 
loppent une parabole tangente à la caractéristique, et ayant pour foyer le foyer 
même F du pian. 

On déduit aussi très aisément de ces propriétés le lieu des points de n dont 
les vitesses font un angle donné avec ce plan. 

Soit un point M de ce lieu ; il existe un rapport constanl entre les deux 
composantes de son déplacement infiniment petit : celle qui est située dans 
le plan n, et celle qui lui est perpendiculaire. Ces composantes étant respec- 
tivement proportionnelles aux dislances du point M au foyer F et à la 
caractéristique du plan, on voit qu'il existe un rapport constant entre ces deux 
distances, et qu'ainsi le lieu du point M eut une conique qui a pour foyer le foyer 
même du plan, et jtour directrice lu caractéristique (1). 

La composante du déplacement infiniment petit d'un point M de n, située 



(1) M. Durande a démontré celle propriété dans le cas du déplacement d'un système 
invariable. 
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dans ce plan, est la projection orthogonale du déplacement total de ce point ; 
et l'on voit que les projections des vitesses des points M du plan II sur ce plan 
jouissent des propriétés des vitesses d'un système plan qui se mouvrait dans le 
plan n en restant semblable à lui-même. 

Soit dans le plan n un cercle C passant par le point F, et M un point quel- 
conque de ce cercle. La projection sur le plan n de la vitesse de ce point faisant 
avec FM un angle constant, celte projection passe par un point fixe y du cercle ; 
par conséquent la vitesse elle-même rencontre la droite D menée normalement 
au plan par le point f. 

Considérons le plan mené par le point M et ta normale D, ta vitesse du point 
M est dans ce plan, et le point M appartient ainsi à la caractéristique de ce 
plan. Le cercle C est donc l'intersection du plan n avec l'hyperboloïde lieu des 
caractéristiques des plans passant par la droite D. Le point »', de ce cercle, dia- 
métralement opposé à «, est le point où la génératrice de l'hyperboloïde paral- 
lèle à OZ perce le plan H. 

Si la normale D appartient au complexe des vitesses, nous savons que 
l'hyperboloïde se réduit à un cône qui a pour sommet le point S dont ta vitesse 
est suivant D. Ce point S est sur la droite OF, lieu des points dont tes vitesses 
sont perpendiculaires au plan II. Quand le point S décrit cette droite sa projec- 
tion « décrit une droite du plan n, et le cercle C correspondant reste tangent 
en F à une droite fixe. Ainsi les cônes S relatifs aux points S d'une droite OF, 
sont tangents entre eux suivant cette génératrice OF. 

Les vitesses des points du cercle C forment une surface réglée du quatrième 
ordre. En effet, le plan n coupe celte surface suivant le cercle C, et suivant les 
deux droites qui sont les vitesses des deux points d'intersection du cercle C 
avec la caractéristique du plan n. De même, le plan double P coupe la surface 
suivant une conique, qui est une ellipse semblable a la projection orthogonale 
du cercle C sur pian P, et suivant deux droites qui sont les vitesses des deux 
points d'intersection du cercle C avec le plan P. 

La droite D est une génératrice de la surface, et par chaque point S de cette 
droite passent trois autres génératrices. En effet, la cubique, lieu des .points 
dont les vitesses sont dirigées vers S, perce le plan n en trois points qui sont 
sur le cercle C ; et les vitesses de ces trois points sont trois génératrices de 
|a surface qui rencontrent D au même point S. 
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8. — Mouvement indirect. 



Nous avons jusqu'ici envisagé le déplacement du système £ dans l'espace 
fixe ; considérons maintenant cet espace fixe comme un nouveau système S,. 
Le mouvement que nous avons étudié est celui auquel assiste un observateur 
faisant partie du système S„ Soit maintenant un observateur faisant partie du 
système 2, participant, sans en avoir conscience, au mouvement de ce système 
et à la variation de ses dimensions. Le système 2, lui paraîtra se mouvoir et en 
même temps varier de grandeur, tout en restant semblable à lui-même. 

Si de la position initiale à la position actuelle te système 2 a eu ses dimen- 
sions linéaires multipliées par le facteur l+Àe, l'observateur attaché a S croira 
voir les dimensions linéaires de S, divisées par l-fAt. Le déplacement de 2, 
auquel assiste l'observateur attaché à 2 est le mouvement indirect (1). 

Pour passer de la position 2 à une autre position S', le système a été soumis 
à une rotation autour d'un axe OZ, et à une homothétic de centre 0. Dans le 
plan P mené par perpendiculairement à OZ, traçons deux axes rectangulaires 
OX, OY ; nous avons ainsi formé le trièdre trirectangle 0,XYZ. 

Nous pouvons considérer ce trièdre comme faisant partie du système 2, ; 
soit alors M un point quelconque de 2, on aura le point correspondant de 2', 
(2 e position de 2 dans 2,), en faisant tourner la droite OM autour de OZ de 
l'angle fini re, et en multipliant ensuite cette ligne par 1+Âe (fig. 5). 

On peut aussi considérer le 
trièdre comme faisant partie de 2 
supposé immobile ; dans ce cas le 
mouvement indirect fera passer le 
point M de 2, à la position M, 
dans Sj, en faisant tourner la 
droite OM dans le sens opposé au 
précédent de l'angle fini n, et en 
divisant ensuite cette ligne par 
1 +li. 

L'angle aigu des deux droites 
MM,' et MM' est en général du 
môme ordre que « ; si donc on 
considère un déplacement infini- 




(1) Le mouvement indirect, dans le cas d'un système invariable, a été considéré par 
Chagles, Aronhold et surtout Scttœnflies dans sa Géométrie du Mouvement. 
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ment pelit, la tangente à la trajectoire de M est la même dans le mouvement 
direct et dans le mouvement indirect. 

Comme application du déplacement indirect, proposons-nous de trouver les 
points M de S qui dans les deux positions S et X' non infiniment voisines sont 
à une même distance d'un point A de S,. Dans le mouvement indirect, le trièdre 
0, X YZ élant considéré comme faisant partie de S, le point A en tant que point 
de ï, vient en A',. Les dimensions de ï, étant, dans "la nouvelle position 3^, 
divisées par 1 -|-).e, on a jrrr= 1+Às. Le Heu du point M est donc la sphère 
qui a pour diamètre Nf , N et f étant les points qui partagent AA', dans le rapport 
) -\-"kz ; nous savons d'ailleurs que / esl la Irace de AA', sur le plan XOV. La 
sphère passe aussi par le point 0. 

Les points M et M' étant à la même dislance du point A, le plan perpendi- 
culaire à MM' en son milieu passe par A. Dans le cas du déplacement infiniment 
petit, ce plan esl normal à la trajectoire du point M qui est ainsi son foyer ; et 
l'on voit alors que le lieu des foyers des plans qui passent par un point donné A 
est une sphère * qui pnsse par l'origine, et qui a pour diamètre la partie de In tan- 
gente à la trajertnire du point A comprise entre A et la tiare de retfe tangente sur 
le plan double P ou XOY. 

Le lieu des foyers des plans qui passent par une même droite est le cercle 
commun aux sphères * A et * B relatives ti deux points A et B de la droite ; il en 
résulte que les sphères * relatives à tous les points d'une droite /tassent par un 
même renie. On voit aussi que toutes les sphères <t> relatives à tous les points d'un 
plan passent pur deux points fixes ; l'origine et le foyer du plan. 

On sait que sur chaque droite du système il y a un point dont la trajectoire 
est normale à la droite, et qu'on peut appeler le foyer de la droite ; on peut 
aisément déduire de ce qui précède fe lieu des foyers des droites qui passent 
par un point donné A. C'est la sphère * relative à ce point. Soit en effet une 
droite D passant par A, et F son foyer ; on peut mener par D un plan perpen- 
diculaire à la trajectoire de F, ce point F sera le foyer de ce plan, et appar- 
tiendra à la sphère *. 

Soit à trouver maintenant le lieu des points M de S qui dans trois positions 
successives M, M', M'', appartenant respectivement à S, ï'ï", sont à une même 
distance d'un point A de 2,. En considérant le mouvement indirect de ï„ on 
voit que les distances du point M de 1" aux points A,A'„A", des systèmes 
ï\ïjS", sont entre elles dans des rapports connus; et le Heu du point M est 
alors une circonférence. 

Enfin, par un raisonnement analogue, on-voil qu'il n'y a que deux points de 
ï qui dans quatre positions différentes soient a une môme distance d'un point 
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donné A de S,. En passant aux déplacements infiniment petits, on peut énoncer : 

Dans le déplacement continu de S, le lieu des pointa M tels que l'axe de courbure 
de leur trajectoire passe par un point donné A est une circonférence ; il y a deux 
points de S tels que la sphère osculatrice de leur trajectoire ait pour centre un point 
donné A. 

Quand dans le déplacement direct de S dans S„ un point M de S se trouve 
dans trois positions successives sur une même droite D de S„ dans le déplace- 
ment indirect, la droite D passe dans ses trois positions par le même point M de S. 

Comme le mouvement indirect est aussi général que le mouvement direct, 
on conclut de ce qui précède, et de ce qui n été démontré pour le déplacement 
de S, la propriété suivante : 

// existe dans un système, qui se déplace en restant semblable à lui-même, une 
infinité de droites formant une surface réglée, qui jouissent de cette propriété que 
chacune d'elles, dans trois />ositions successives du système, /tasse par un même 
jmint ; l'ensemble de ces points forme une cubique gauche. 

On transformerait de même les propriétés relatives aux points qui restent 
dans un même plan, pour 4, 5, 6 positions successives du système ; et on en 
déduirait des propriétés de plans qui, dans i, 5, 6 positions du système, 
passent par un même point. 

En particulier, on peut énoncer la propriété suivante : 

Il y a dans S une infinité de plans n, tangents à une même surface, et qui dans 
quatre positions successives passent par un même point A. Le lieu de ces points A 
est une surface du 3 e degré. 

9. — Soient 3 systèmes semblables S £' S", et les pôles doubles de E et 
S', 0' de s' et 2", 0" de s" et ï ; soient aussi n, n', n", trois plans homo- 
logues dans les trois systèmes. 

Menons par un plan passant par l'intersection de n et n', par 0' un plan 
passant par l'intersection de n' et II", par 0" un plan passant par l'intersec- 
tion de fl" et II. Ces trois plans passent par une même droite D, qui est le lieu 
des points dont les distances aux faces du trièdre n n' n" sont entre elles 
comme les dimensions linéaires homologues des trois systèmes. Si n appartient 
a l'ensemble des plans qui dans leurs trois positions successives restent paral- 
lèles a une même droite, le trièdre devient un prisme, dont les arêtes sont 
parallèles a D. Menons par D les plans k, «', n" respectivement parallèles aux 
plans n, n'. [(" ; le rapport des distances de à n et r.' est égal au rapport de 
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ses distances à n et II', et w' est ainsi l'homologue de * ; de même it" est 
l'homologue de «'. 

On voit ainsi qu'il existe une infinité de plans n qui dans leurs trois positions 
successives passent par une même droite D. Le mouvement indirect prouve 
aussitôt qu'il existe une infinité de droites D formant une surface dont les 
génératrices sont, comme on Ta vu (I. g 4), parallèles à un cône du troisième 
ordre, et qui dans leurs trois positions successives restent dans un même 
plan . 

Soient maintenant quatre systèmes semblables 2, S', S", S'" ; en les combi- 
nant deux à deux, on a six pôles doubles. Un plan II île S, dans ses quatre 
positions forme, en général, un tétraèdre. Les six plans passent respectivement 
par les six arêtes de ce tétraèdre, et les pôles relatifs aux deux systèmes 
auxquels appartiennent les plans qui par leurs intersections donnent les 
arêtes, passent par un même point A, qui est celui dont les distances aux 
quatre faces du tétraèdre sont proportionnelles aux dimensions Unéaires homo- 
logues des systèmes correspondants. 

Par ce point, menons des plans respectivement parallèles aux faces du 
tétraèdre, ces quatre plans jc, ■*', it", «'" sont homologues et passent par un 
même point A. Nous avons dit, à la fin du paragraphe précédent, que le lieu 
de ces points A est une surface du 3 e degré. Ou voit ainsi que cette surface 
peut être définie comme le lieu des points communs à six plans variables 
passant par six points fixes. 



Détermination du pôle double et de l'axe instantané, connaissant les 
tangentes aux trajectoires de trois points du Système. 

Soient D n D*, D„ trois droites passant par les trois points A,, A., A„ du 
système 2. Si le système doit rester invariable, il n'existe pas, en général, un 
mouvement pour lequel ces trois droites sont les tangentes aux trajectoires de 
ces trois points ; mais si le système n'est assujetti qu'à rester semblable à lui- 
même, le problème est toujours possible, et il est même, dans certains cas, 
indéterminé. 

Prenons, en eifet, sur les droites D, et Dj, deux points A[ et Aj, arbitraires, 
mais infiniment voisins de A, et A, ; le triangle Aj A!, A!, est déterminé en gran- 
deur ; le sommet A,, en tournant autour de Ai A^, décrit un cercle. Fixons le 
. point A'„ et faisons décrire à X, la droite D, ; à chaque position de A^ le som- 
met X a décrira en tournant un cercle analogue au précédent L'ensemble de 



Digitized by 



Google 



— 35 — 



«es cercles est une surface du quatrième ordre qui rencontre la droite D, en un 
point infiniment voisin de A,. Le triangle A j-A^Aj, position infiniment voisine 
de A, A, A,, est ainsi fixé. 

Nous verrons bientôt que le problème est indéterminé quand les trois 
droites D,, D,, D„ rencontrent une même droite perpendiculaire au plan des 
trois points A,. A„ A, ; et que, de plus, le pied de cette perpendiculaire se trouve 
sur le cercle circonscrit au triangle de ces trois points. Nous écarterons d'abord 
ce cas. 

i re Méthode. — Le triangle qui a pour sommets, clans le plan double P, le 
pôle double 0, la trace A' t de la tangente en un point A„ et la projection a, de ce 
point sur le plan P, a une forme invariable. La sphère *, relative au point A, 

a pour section dans le plan 
P le cercle circonscrit au 
triangle A,\0. (Fig. 6). 

De même la sphère * t 
relative au point A^ est 
coupée par le plan P sui- 
vant le cercle circonscrit 
au triangle correspondant 
A^«„0, et il est facile de 
voir que, les deux triangles 
étant semblables, la droite 
A^A, passe par le point 
d'intersection f\ des deux 
cercles. Enfin le point Aj 
donne lieu à une sphère 
* 3 , à un triangle Aj/z.O, et 
à un troisième cercle. En 
définitive, les trois cercles ont d'abord le point commun, puis les points f' t f' t (", 
communs aux cercles pris deux à deux, et situés respectivement sur les côtés du 
triangle A^A^. Remarquons même que, de ce que les cercles passent respec- 
tivement par les sommets du triangle, et de ce que, ces cercles se coupent deux 
à deux sur les côtés de ce triangle, il résulte qu'ils passent tous les trois par un 
même point 0. 

Le problème peut donc se ramener a cet énoncé : Construire trois sphères 
*,*,*„ passant par les trois points donnés A„ A,, A, ayant leurs centres sur les 
trois tangentes données D,. D„ D„ et telles que les côtés du triangle formé pur les 
points A'„ \' t , A^ diamétralement opjjosé/t aux précédents, rencontrent respective- 
ment les cercles d'intersection de ces sphères deux à deux. 
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Le plan de ce triant/le eut alors le plan double V, et le jtoint commun aux trois 
cercles d'intersection de ce plan avec les trois sphères est le pôle double. 
La solution de ce problème de géométrie résulte des propriétés suivantes : 

1 o. — Soient deux points A', et A, appartenant respectivement à deux sphères 
1», et * s , qui se coupent suivant un cercle réel r„ et A„A,. les points de ces 
sphères diamétralement opposés à A', et Aj ; si la droite Ai A, rencontre I*„ il en 
est de même de la droite A, A,. 

Soit, en effet, f\ le point où A\ A', rencontre r,; par ce point f\ menons 
perpendiculairement à. Aj A.j un plan qui coupe les deux sphères suivant deux 
cercles y' et y' t . Les points diamétralement opposés à A, et A, dans les sphères, 
sont les points A, et A, diamétralement opposés à /, dans les deux cercles, et 
il est facile de voir que la droite qui joint les points A, et A, passe par le second 
point d'intersection /.de y', etyâ, et qu'elle est perpendiculaire à la droite /",/,. 

Ainsi f\f, est perpendiculaire à A, A, ; on verrait, en partant de ces deux 
derniers points, que f\ /,• est aussi perpendiculaire à A\ A,. Les deux droites 
A, A, et A^Aj sont donc perpendiculaires entre elles, et ont/,/, pour perpendi- 
culaire commune. 

2". — Considérons maintenant trois sphères *,. *„ *„ ayant deux points 
communs réels, O et F; désignons par y, le cercle commun aux deux sphères 
*, e t *, ; par y, le cercle commun à. * a el *, ; par y, le cercle commun à * a et *,, 

Soit A', Aj Aj un triangle tel que les côtés A[ X,, Aj A^, A, A\ rencontrent res- 
pectivement les cercles y a , y„ y, en des points/^, f\, f, (fig. 6). Le plan de ce 
triangle coupe les trois sphères suivant 3 cercles qui passent respectivement 
par les trois sommets du triangle, et qui se rencontrent deux à deux sur les 
côtés de ce même triangle. On sait que de tels cercles ont un point commun, et 
le plan A, A', A[ passe par l'un des points communs aux trois sphères ; soit O ce 
point commun. 

Si A,, A,, A, sont dans chaque sphère les points diamétralement opposés à 
Ai, Aj, A'„ la droite A, A, rencontre le cercle y a , (l re propriété) ; de même la 
droite A, A, rencontre y„ et A, A, rencontre y,; par suite, le plan A, A, A, passe 
par l'autre point d'intersection F des trois sphères. 

Tous les triangles situés dans le plan A', Aj Aj, el (els que les sphères se ren- 
contrent deux à deux sur les (rois côtés, sont semhlables au triangle A', A^Aj, 
et au triangle des centres des sections des trois sphères par ce plan. Les points 
diamétralemenf opposés, dans les sphères, A', \ A'„ se projellent sur ce plan 
aux point a, a, a, (fig. Gj diamétralement opposés à A', A^ A!, dans les 3 cercles, 
formant ainsi un triangle semblable à A', A\ Aj, el ayant ses côtés respective- 
ment perpendiculaires à ceux de ce triangle. Mais, si le triangle A, Aj Aj a ses 
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côtés parallèles à ceux du triangle des' centres des trois sections, les points 
o„ a„ a, se confondent au point 0, et le triangle A, A, A, se réduit à une 
droite passant par 0, et perpendiculaire au plan A \ Aj A,. 

Inversement, si on considère dans le plan A', A' a A' 3 une droite passant par 0, 
et si l'on prend sur les trois sphères les points diamétralement opposés aux 
points d'intersection (autres que 0), de la droite avec les cercles de section, le 
triangle ainsi formé est situé dans un plan passant par et perpendiculaire 
à la droite. Ses côtés, d'ailleurs, rencontrent respectivement les cercles com- 
muns aux trois sphères. 

3". — Des trois cercles qui se coupent au point (fig. 6), deux quelconques 
peuvent ôlre considérés comme obtenus du troisième par une rotation autour 
du point 0, suivie d'une homothétie ayant pour centre. Les sommets du 
triangle Aj A, A^ sont homologues entre eux ; et il en est de même du triangle 
a, «, a 3 . Les angles OAj«„ 0A/(„ OA'^a, sont donc égaux entre eux. 

Les droites A\a iy A',<i„ Aj«, sont d'ailleurs les projections sur le plan 
A', KK des diamètres des sphères *„ * !5 *„ qui passent par les points A'„ 

a;, a;. 

Ainsi l'on peut dire, que : quand les trois côtés d'un triangle passent par des 
points communs aux trois sphères prises deux à deux, les droites qui joignent les 
sommets du triangle au point commun aux trois sphères qui est dans son plan, 
forment des angles égaux arec les projections sur ce plan dex diamètres des sphères 
qui passent par les sommets du triangle. 

La solution du problème posé ressort sans peine des propriétés qui précèdent. 
En effet, puisque les traces A'„ Al, A^, des droites D,, D„ D a sur le plan double 
sont tes sommets d'un triangle situés respectivement sur les cercles qui sont 
les sections par ce plan des sphères *,, *„ *, relatives aux points donnés 
A„ A,,' A„ et que les côtés de ce triangle passent par les points d'intersection 
de ces cercles deux à deux, le triangle A, A, A 3 , dont les sommets sont, dans 
les sphères *, diamétralement opposés aux points A', est lui aussi tel que son 
plan passe par un des deux points communs aux trois sphères. Ce point F jouit 
de cette propriété que les droites qui le joignent aux points A„ A,, A 3 font des 
angles égaux avec les projections d„ d i% d, des droites D,, Dj, D a sur ce plan. Si 
donc on décrit un cercle passant par A„ A,, et le point d'intersection des 
droites d, etd„ ainsi que les deux autres cercles analogues, le point d'inter- 
section commun a ces 3 cercles est le point F commun aux trois sphères. 

Le point F étant ainsi connu, chaque sphère * passe par le point A corres- 
pondant, a son centre sur la droite D correspondante, et passe par F ; elle est 
donc déterminée. L'autre point commun aux 3 sphères <I> est le pôle double, 
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et le plan des points diamétralement opposés aux points A est le plan double. 

Cette solution aurait été obtenue plus rapidement si, au lieu de réduire la 
question à un problème de pure géométrie, nous nous étions attachés davantage 
aux propriétés démontrées pour le déplacement infiniment petit. Ainsi, nous 
savons que la sphère * relative à un point A passe par le foyer de tout plan qui 
contient le point A. D'autre part, nous savons aussi que la droite qui joint le' 
foyer d'un plan à un point de ce plan, fait un angle constant avec la projection 
de la vitesse de ce point sur le plan. Nous sommes amenés par là à la construc- 
tion précédente pour le point F qui est le foyer du plan A, Aj A„ et pour les 
sphères * qui conduisent au pôle double et au plan double. Et de la solution 
ainsi obtenue on déduirait sans peine les propriétés géométriques 1°, 2° et 3°, 
que nous avons démontrées directement. 

Des considérations du même genre, développnnt certains résultats acquis 
dans l'étude du déplacement infiniment petit, conduisent à d'autres propriétés 
du système de trois sphères. 

Considérons, par exemple, un déplacement infiniment petit dont on connaît 
le pôle double et le plan double, mais dont le paramètre ■£• reste indéterminé. 
Soient trois sphères passant par le point 0, et se coupant en un autre point, F. 
Ce sont des sphères *, mais les points A„ A„ A, auxquels elles correspondent, 
elles points diamétralement opposés A^, Ai, Aj, varient, suivant le paramètre -£- 
Ces trois derniers points forment un triangle dont les côtés passent toujours 
par les points d'intersection deux à deux des trois cercles suivant lesquels le 
plan double coupe les sphères ; quant au triangle A, A, A,, on peut voir aisé- 
ment que son plan passe par une droite fixe. 

En effet, le point F est le foyer de ce plan ; or la rotation autour de l'axe 
instantané OZ fait décrire a F un élément de ligne perpendiculaire au plan ZOF, 
et l'homothétie de centre lui fait décrire un élément de la droite OF. Ces 
deux éléments en se composant donnent un élément de la trajectoire de F, 
lequel est ainsi toujours contenu dans le plan tangent au cône de révolution qui 
a OZ pour axe, et OF pour génératrice. 

Le plan A, A, A,, étant perpendiculaire à la vitesse de son foyer F, passe, 
dans toutes ses positions, par la perpendiculaire menée par F au plan tangent. 
Nous allons donner dans le paragraphe suivant la démonstration directe de la 
quatrième propriété des sphères qui résulte de la remarque précédente. 

i". — Nous avons observé que, si l'on considère nue droite D' passant par 
un des points d'intersection des trois sphères, les points diamétralement 
opposés aux trois autres points d'intersection de D' avec les trois sphères 
forment un triangle dont le plan passe par O ; mais si la droite D' est perpen- 
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diculaire à la sécante commune OF des trois sphères, on voit, en menant 
par un plan perpendiculaire à D', que le triangle précédent se réduit à une 
droite D, perpendiculaire à D' et à OF, et passant par le point F. 
Ceci rappelé, la propriété à démontrer s'énonce ainsi. 

Soient trois sphères <!>„ *„ *„ ayant deux points réels communs et F, et 'un 
plan fixe P, pansant par le point 0, et coupant les sphères suivant troix cercles 
ayant pour point commun. On considère les triangles A', Aj Aj qui ont respecti- 
vement leurs sommets sur les trois cercle*, et dont les côtés passent par les inter- 
sections de ces cercles deux à deux. A chaque triangle Aj A!, A!, correspond un 
triangle A, A, A„ dont les sommets sont diamétralement opposés, dans les sphères, 
aux points Aj, Aj, Aj ; je dis que le plan du triangle A, A. A a passe par une droite 
fixe. 

Remarquons, pour cela, que, tandis que les points Aj et Aj parcourent dans 
le plan P leurs cercles respectifs, les points A t et A, parcourent sur les sphères 
*, et *, deux cercles parallèles C, et Cj avec des vitesses angulaires égales et 
de môme sens. La droite A„ A s engendre donc un hyperboloïde H,, et comme 
elle rencontre toujours le cercle d'intersection -j-, des sphères *, et *., ce 
cercle y 3 appartient aussi à Thyperboloïde. C'est une 2 e section circulaire de 
Hj lequel contient ainsi, en particulier, le point F commun aux trois sphères. 
De même, les points A s et A, décrivent les cercles C t et C„ et la droite A, A 3 
engendre un hyperboloïde H, passant par le point F. 

Considérons maintenant la droite D', intersection du plan P avec un plan 
mené par le point perpendiculairement à OF. Nous savons qu'à cette droite 
correspond une droite D passant par F, perpendiculaire à FO et à D'.el qui con- 
tient les points diamétralement opposés aux points d'intersection, (autres que 0) , 
de D' avec les trois cercles du plan P. Cette droite D rencontre donc les trois 
cercles C„ C,, C,. 

Elle a ainsi trojs points communs avec 1I 3 ; ce sont : le point F, et les points 
d'intersection avec C, et C t ; elle appartient donc à H,. 

Elle est d'ailleurs d'un autre système que A, A,; car, si elle était du même 
système, elle correspondrait à une position particulière de Aj A4, ce qui n'est 
pas ; donc toutes les droites AjAj rencontrent D. 

De même D est une génératrice de H,, d'un autre système que A.A., : et les 
droites A,A a rencontrent D. 

Par suite, te plan A, À, A, passe constamment par la droite D. 



Digitized by 



Google 



Réciprocité entre le plan double P et un plan quelconque n 
du système s. 

Soit AA' la tangente à la trajectoire d'un point A d'un plan n. A' étant la 
trace de cette droite sur le plan double P. La droite OA', qui joint le point 
double au point A', fait dans le plan P un angle constant avec la projection 
A' a' de la droite AA' sur ce plan. Nous avons vu aussi que la droite qui, dans 
le plan n, joint le foyer F de ce plan au point A, fait un angle constant avec la 
projection A« de AA' sur ce pian. 

Si donc on conçoit un déplacement infiniment petit ayant ïl pour plan 
double, et F pour pôle double, la droite A A' représente la tangente à la trajec- 
toire du point A',- et le point le foyer du plan P. Les caractéristiques des 
plans n et P dans les deux déplacements sont les intersections de ces plans par 
un troisième plan perpendiculaire à leur intersection, c'est-à-dire à la fois aux 
deux plans. 

Soit une droite D perpendiculaire au plan n, l'hyperboloïde H, lieu des 
caractéristiques des plans qui passent par cette droite, a pour plans de sections 
circulaires le plan n et le plan double P du déplacement. Cet hyperboloïde a 
aussi une génératrice D' perpendiculaire à P, et l'on voit sans peine que dans 
le déplacement qui a F pour pôle double et n pour plan double, le môme 
hyperboloïde H est le lieu des caractéristiques des plans qui passent par D'. 

Pour achever de définir un déplacement élémentaire, (quant au premier 
ordre), il faut connaître le rapport -y- ; nous allons Irouver la relation entre les 
paramètres -£- et -**- des deux déplacements réciproques que nous venons de 
remarquer. 

La rotation autour de OZ étant ;■, la rotation qui en résulte, pour le même 
déplacement, autour de la perpendiculaire menée du foyer F au plan n, est 
;■ cos a, * étant l'angle des deux plans. Si nous désignons par A l'angle formé 
dans le plan n par FA avec la projection de la vitesse de A sur ce plan, on a 

. . r COS a 

(g A = — — . 

De même, en désignant par A' l'angle formé dans le plan P par la droite 
OA', et la projection de AA' sur ce plan, la considération du second déplace- 

. i i 1 1 t , cos t. 

ment donne tg A = -i-y — . 

Mais, dans le premier déplacement le triangle fondamental A' a' formé 
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par le point A', la projection île «' de A sur le plan double, et le pôle double 0, 
montre que l'on a tgA'rt' 0= 4-; donc.onatgA' — — — . En égalant les va- 
lgurs de tg A', on arrive a la relation :— ■ — ■*-=- cos *. 

11 faut mettre à part le cas où le plan n est perpendiculaire au plan P. Lee 
langentes aux trajectoires des divers points de n passent par une même droite 
du plan P, et sont tangentes à un cylindre parabolique dont la section droite, 
dans le plan P, a le point pour foyer, et touche la trace du plan n sur le plan 
P. Les projections des vitesses des divers points de n sur ce plan n passent 
toutes par le foyer F de ce plan. La réciprocité exposée plus haut dans le cas 
général n'existe plus. 

II e Méthode. — On détermine d'abord, comme dans la méthode précédente 
le foyer F du plan A, A. t A 3 ou n, en menant le cercle passant par A,, A t , et le 
point d'intersection des projections sur ce plan des vitesses des points A, et A, ; 
et en prenant le point commun à ce cercle et aux deux cercles analogues passant 
par A, Aj et A, A,. On passe ensuite à la détermination de la caractéristique 
de ce plan. 

Nous indiquerons deux constructions. 

1 " La projection sur le plan n de la vitesse d'un point A de ce plan fait avec 
la droite AF un angle constant V,. En menant du point F une droite FC^ qui 
forme, dans le sens convenable, l'angle V avec la droite A, A„ on a le point C,' 
dont la vitesse a pour projection A, A,. Soit C, le point où A, A t rencontre la 
caractéristique de n. 

Considérons maintenant l'élément de surface réglée décrit par la droite A, A, 
dans le déplacement infiniment petit. Les plans tangents aux points A, et A, sont 
déterminés par la droite et les vitesses D t et D, ; le plan tangent en C,' est per- 
pendiculaire ù P ; le plan tangent en C„est II lui-même. Ces quatre plans tan- 
gents sont connus, et l'on connaît le rapport anharmonique du faisceau qu'ils 
forment ; ce rapport est d'ailleurs le même que celui des points A„ A„ Cj, G, ; 
comme les 3 premiers points sont connus, le rapport anharmonique fait 
connaître le quatrième, 

2°. -i- La composante dans le plan n de la vitesse d'un point A de ce plan est 
proportionnelle à sa distance FA au foyer du plan ; soi ta l'angle de la vitesse du 
point A avec le plan U. La composante normale au plan, de cette vitesse s'obtient 
en multipliant par tgx la composante située dans ce plan. 

Ainsi les composantes normales des vitesses des points A,. A,, A„ sont pro- 
portionnelles à FA,, tg*,, FA,, tgx,, FA,, tg*,. On peut les affecter d'un sigae 
suivant qu'elles sont dirigées d'un côté ou de l'autre du plan. 
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D'un autre côté, ces composantes normales sont aussi proportionnelles aux 
distances des points A,, A,, A, à la caractéristique. On aura donc la caractéris- 
tique en prenant l'axe de similitude de 3 cercles de centres A,, A ; , A,, et dontles 
rayons sont, (avec les signes convenables), FA,. tg* É , FAj. tg*., FA,. /#*.,. * 

La composante de la vitesse normale d'un point du plan n est proportionnelle 
à sa distance à la caractéristique ; la composante située dans ce plan est pro- 
portionnelle à la distance au foyer ; on a donc, en chaque point du plan, la 
direction de la vitesse. 

Le foyer d'une droite du plan s'obtient en menant par le foyer F du plan une 
droite qui fait avec cette droite, dans le sens convenable, un angle égal au 
complément de V,. D'autre part, le foyer de la caractéristique est situé dans le 
plan double P, et la tangente a la trajectoire de ce point est la trace du plan n 
sur le plan P. Pour avoir le plan P, il suffit île construire la tangente à la tra- 
jectoire d'un point de celte trace. Ayant le plan double, il est aisé de construire 
le pôle double 0. 



Cas où les projections sur le plan A t A,A, ou n des vitesses D„ D„ D, 
des points A,, A„ A, sont concourantes. 

Soit F le point de concours des projections d„ t/„ rf„ des vitesses D„ D Jt D*. Il 
y a lieu de subdiviser le cas en deux : celui où le point F ne se trouve pas sur le 
cercle circonscrit au triangle A„A„ A„ et celui où ce point se trouve sur ce 
cercle. 

)" Le point F n'est pan sur le cercle circonscrit à A, A a A a . 

La position d'un triangle infiniment voisin de A, A, A 3 , semblable à ce trian- 
gle, et dont les sommets sont sur les droites concourantes (/,,(/„(/„ est celle 
d'un triangle homolhétique, le centre d'homothétie étant au point F. Les pro- 
jections des vitesses de tous les points du plan n passent alors par le point F ; 
la rotation autour de F est nulle, On reconnaît le cas où le plan n est perpendi- 
culaire au plau double P. 

La caractéristique du plan II se construit, comme plus haut, au moyen des 
composantes normales au plan n des vitesses des points A„ Aj, A,, et la trace du 
plan n sur le plan P est la perpendiculaire menée de F sur celte caractéristique. 

Le plan P étant perpendiculaire au plan II, cette trace le détermine. Le pôle 
double s'obtient aisément dans le plan P ; c'est, par exemple, le foyer de la 
parabole tangente à i droites qui sont : la trace du plan II sur le plan P, et les 
projections des droites D„D„D 3 sur ce même plan. 
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2" Le point F es/ «m; 1 le cercle circonscrit à A, A. À,. 

Si l'on joint un point quelconque de ce cereleaux points A^A^A,, ces droites 
font respectivement des angles égaux avec les projections </,,«*„ rf,; et, par 
conséquent, tout point de ce cercle peut être pris pour foyer du plan A, A, A 3 . 
Le problème est indéterminé ; nous verrons plus tard qu'il y a une infinité de 
déplacements qui font décrire le même élément de trajectoire à chacun des 
points A,,Aj, A,; et que le Heu des centres instantanés correspondants, 0, est 
une cubique gauche, tandis que l'enveloppe des plans doubles est un cylindre 
parabolique. 



Cas où les points A„ A 2 , A,, sont en ligne droite. 

Les vitesses de tous les points d'une droite appartenant à un paraboloïde, 
pour que le déplacement soit possible, il faut que les droites D,,D t ,D., soient 
dans un même plan ou parallèles à un même plan. Si l'une ou l'autre de ces 
conditions est remplie, le déplacement n'est pas déterminé, car le système £ 
peut prendre un mouvement arbitraire autour de la droite A, AjA s . 

Dans le cas où les vitesses sont dans un même plan n, ce plan a pour carac- 
téristique la droite A, A, A, ; on obtient aisément, par des constructions déjà 
vues, le foyer F de ce plan, et la trace du plan double sur le plan n. Le plan 
double, qui est variable, tourne autour de cette trace. 

Si les vitesses ne sont pas dans un même plan, on peut construire les 
sphères <P qui correspondent aux trois points, car elles passent par le foyer de 
la droite A, A, A,, qui est le point où cette droite est perpendiculaire à une 
génératrice d'un système différent, dans le paraboloïde, lieu des vitesses. Les 
points diamétralement opposés, A'„ A'„ A'„ sont sur une ligne droite perpendi- 
culaire à A, A, A 3 ; et le plan double tourne autour de cette droite. Les sphères 
1> passent par un même cercle y qui rencontre les deux droites A, A.A, ; , A', A a A^, 
et qui est le lieu du centre instantané ou pôle double 0. 

Le lieu de l'axe instantané OZ s'obtient en menant par la droite A', A^Ai un 
plan P qui rencontre le cercle y en un point variable O, puis en élevant au plan 
P en ce point une perpendiculaire OZ. 

Soit a' la trace de la droite Aj A^ A^ sur le cercle y ; le plan P coupe le plan de 
ce cercle suivant la droite «'0, et l'axe OZ se projette sur le plan du cercle y 
suivant la droite aO perpendiculaire àa'O. Il rencontre donc la perpendiculaire 
menée au plan du cercle par le point a diamétralement opposé an' dans le 
cercle. D'ailleurs OZ est toujours parallèle à un plan perpendiculaire à A', A^ A,. 
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linsi que la surface, lieu de OZ, est un conoïde engendré par une 
i s'appuie sur un cercle y, sur une droile perpendiculaire au plan de 
an un de ses points a, et qui reste parallèle à un plan donné, 
prend pour origine le point a, pour plan des xy le plan du cercle, 
des z la perpendiculaire menée du point a au plan du cercle, pour plan 
i plan perpendiculaire au plan directeur du conoïde, l'équation de celle 

iz-my) U i -\-t/') -f- S my {ax-\-by) = o. 

raoDE. — Far les points donnés A, A s A,, je mène des plans respecli- 
;rpendiculairesaux vitesses de ces points, D,D S D.,. Jesuppose que ces 
s se coupent en un point unique I, situé en dehors du plan des trois 
nnés. La sphère qui passe par ces points et par le point 1 est la sphère 
;rnier point, puisque A,, A,, A a =ont les foyers de plans passant par 1. 
.re de la sphère qui a une extrémité au point I donne la direction de 
de ce point ; l'autre extrémité l' est dans le plan double, cl le pôle 
[ sur la sphère *. 

irons le plan II, qui a été mené par A, perpendiculaire à 1), ; la droite 11' 
3 sur ce plan suivant une droite qui fait avec A, I un certain angle V,. 
anl par >\ la composante perpendiculaire à n, de la rotation w autour 
islantané OZ, el par X, comme toujours, le paramètre relatif à l'homo- 
ay= lg\' t . Ainsi tgV, représente la projection du vecteur -£ sur la 
m plan n„ c'est-a-dire sur D,. On aura de même tgV, et tgV 3 qui re- 
t les projections du même vecteur sur D, et D a . Le vecteur est ainsi 
i ; et on est conduit à la construction suivante. 

voir mené parles points A„ A„A.„ des plans n„ n it n, respectivement 
ulairesaDtjD^Da, et se coupant eo un point I, et après avoir construit 
* passant par A„ A,, A,, I, on projettera sur les plans n,,H„D, le 
X de <t>, qui aboutit au point I, suivant des droites qui forment les 
Vj, V, avec les droites (A,,lA,,fA,. 

era a partir des points A,, A„A„ les longueurs A, B,, A,B„ A,B 3 , pro- 
ies à tg V„ tgVj, tgV„ sur les droites D„D„ D„ et aux points B„ B tt B,. 
i des plans perpendiculaires à D„ D„ D a , se coupant en un point K. La 
!St parallèle à l'axe instantané OZ. 

plan double en menant, par l'extrémité 1' du diamètre 11' un plan 
ulaire a I K. On achève sans peine la construction par la délermina- 
le double. 

les plans perpendiculaires aux 3 vitesses sont parallèles à une même 
construction précédente n'est plus possihle ; le plan des trois points 
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passe par le centre instantané. Quand ces trois plans se coupent en un même 
point de leur plan, si les projections des vitesses sur ce plan ne passent pas par 
un même point, le déplacement est celui d'un système invariable ; si les pro- 
jections passent par un même point, il y a une infinité de déplacements, et le 
problème est indéterminé. 

Examinons maintenant le cas où les trois plans perpendiculaires aux vitesses 
passent par une même droite. 

La sphère * relative à un point quelconque de cette droite passe par les trois 
points, et le cercle circonscrit au triangle de ces trois points est commun à 
toutes ces sphères. Les propriétés du déplacement infiniment petit montrent 
que la droite D et le cercle doivent se rencontrer. Si cette condition n'est pas 
réalisée, il n'y a qu'un déplacement possible, c'est celui qui est obtenu en 
faisant tourner le système autour de la droite, sans modifier ses dimensions. Si 
le cercle et la droite D se rencontrent, il y a une infinité de déplacements 
possibles ; on voit aisément que ce cas n'est autre que celui, déjà traité, où l'on 
donnerait les vitesses des points de la droite. Le cercle passe par le centre 
instantané, dont il est le lieu géométrique ; quant au plan double, il passe par 
la droite qui joint les points diamétralement opposés aux points de la droite D 
dans leurs sphères *. Le lieu de l'axe instantané est le conoïde déjà obtenu. 
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ETUDE ANALYTIQUE 



I M PAHTIE 
DÉPLACEMENT A UN SEUL PARAMÈTRE 



Développement en séries des coordonnées des éléments 
du système. 

Soit S' le système infiniment voisin de 2, et qui lui est homographique, le 
plan de l'infini se correspondant à lui-même ; au point (x, y, z) correspond le 
point infiniment voisin (x 1 , y',z'). 

Désignons par Zx, 5y, àz les segments x' —x, y' — y, z' — z ; on a : 

8a; = ax + by + cz + d 

H) &y = a'x+b'y + c'z + d' 

S; = a'x + b'y + c'z + d" 

les coefficients a, b, c, d, «',... étant des fonctions d'un seul paramètre t, qui 
peut désigner le temps. 

Si le système S' est semblable à ï, (x, y, z), (x t , y,, zj étant deux points de 
S, la distance de ces deux points est dans un rapport constant avec la distance 
des deux points homologues de S'. 

Si donc on pose u=.(x — J" ( }*-f- (y — y,)* + (2 — s.) 1 * 

on aura S [du) = k \/ïi, k étant fonction de t seulement. 
Cette relation s'écrit aussi àti=$ Au, ou encore 

{x t ~x)(Sx 1 -t x )+(y t -y)(hj,-iy)+(t l -z)(iz l —U) = k[(x l ^x)' + (y,-y)' + (z,--z) t ] 
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En vertu des relations (1) on a ; 

a (x,—x) t + b(x i — x)(y, — y) + clx i — x){z,— z)+a , (y 1 —y){x t -x)+b'(y t -y) 
+ C (y, — y)^,— z) + a'(z l — z)(x, — x)+ b , (y,~y){z 1 — z)+ c , (i,-zY = 
= k [{x, - xV + (;/, - y)* + ( ït - =)'] 

Comme cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs des coordonnées, 
on doit avoir aussi : 

a = b' = c'=k; b-\-a' = o ; c-\-a' = o;c?-\-b' = o. 

Si donc l'on pose £ = — £=p;^=— Ç = q;^ — £ = ,-,-.£=„'; 
j-=v' ; jjz=ïw' ;-rr = \ les relations (1) deviennent : * 



81 — ' 


+ ?= — "/ + « 


«S- 


' + rx —px + \y 


8î_ 
Si — ' 


'' + py — qz + \z 



On peut aussi arriver a ces formules en rattachant la question, comme l'a 
fait M. Kœnigs pour un système invariable, aux transformations infinitésimales 
ponctuelles de Sophus Lie. 

Posons, en effet, x'=x -\- XZt, y' = y + Y3/, z' = z -\- 'LU ; X, Y, Z, étant 
des fonctions de x, y, z ; 

on a ô.r = y — ,r = X3/ ; 3y = Yoï ; os = 7M ; 
de même pour (x u y t , s,), 
on a 3x, = X,3/ ; 8y, = Y,3/ ; Sz, = Z,3f ; 
où X„ Y„ Z, 

sont les fonctions X, Y, Z, dans lesquelles on a remplacé r, y, z par x„ y„ a,. 

On doit avoir 3// (1) = 2«/. 3/ ; X étant indépendant des coordonnées. Cette 
relation s'écrit : 

^-*.)(x-x.) + fy- ïi ){Y-Y 1 ) + ï - Sl )(z-z t )=.x[(*-» i y + Cy-y.} i + (x-i.r] 
Si le point (j„ y, «,) est infiniment voisin de (jc, y, s), on a 

Zi = s -f- rf.r, y, = y -f" ^yi 2 i ZZ3 z ~h ^ 3 > 

X, = X + rfX, Y, = Y + (/Y, Z, = Z + rfZ, et la relation devient : 



(1) Cette fonction u désiguant la dislance de deux points ne doit pas être confondue 
ave« celle dont la dérivée se trouve dans les formules (l). _ . ... 
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(fit. (fa + Jï. iy + dZ. (fi = ). (if + dy- + is"), ou encore 



= X (dar* + <fy" + dï'). 
On en déduit : 

3r Ju 3j 



Posons îi—il=„ii=_ »!_,,.»_ 

3ï 3j 3j 3* 



i: 3y Si 3i 3y Ji 

3Y 



Ona? = 



3. 
3"x 



j- = j-j— ; or ce second membre est nul, puisque ^ 



3x . 



■ \ et 

que X est indépendant des coordonnées ; de môme — = 5 ' Y — , D onc r 

ne peut être fonction que de z, de même p que de j, et j que de y. 

3*X 3r 3 ! x 3 ff 

— -= -PL , on tire - 



Mais des relations : 



3,,3; 



3. 3:3» 



3„ 



J'P—tL 



On trouve de même — r^=— ^, et — £~P-- 

■>! .'jf Sx 3 y 

Ces relations exigent que l'on ait r^ = -%- = - 
ix 3y 5 
comme X, indépendants des coordonnées, et on a : 

Si 



"Si/' 



: o ; donc /;, q, r sont, 



X ou 



u' + qz — ri/ -f li 
»' + rx — pi + \y 
w' + py — gx + Xz 



Pij.7 



Si le paramètre * repré- 
sente le temps, les pre- 
miers membres sont les 
composantes de la vitesse 
du point(j",y,a), elu',v',w', 
celles de la vitesse de l'ori- 
gine des coordonnées. 

2. — Soit O, xys un 
trièdre fixe, par un point 
déterminé O' du système 
mobile 2, menons des 
parallèles aux arêtes du 
trièdre fixe. Les coordon- 
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nées du point 0' étant u, v, w, les formules (2)' peuvent s'écrire : 

jf=u' +(, — «,),_(„_„) r + l(«-u) 

J= »• + (i-u) r-(« — »]p + 1 (y-.) 

j7=»' + (ï — •)? — [* — «)!+»(•- •) 

Ces équations vont nous permettre de développer x, y, z en séries ordonnées 
suivant les puissances de t. On a, en effet, en dérivant : 

te == u''+( t -w)q l -(y-v)r< + q[(y-»)p-(x-u) q +\(z-w)] 

-r[( X -u)r-(z-u>)p + X{y-v)\ + ^{x-u) 

+ *[(* — w)î— ('J — v)r + a [x— m)] ; 
gf= »»+ (*_„),<_(,_„),,'+,.[(,_„), — (y — «) >• + X (*— >)] 

-p[(y-»)j»-(»-«ï» + i(i-«)] + ^(tf-») 

+ 1 [(«-«) r-{i-w)p + ).(y-v)]; 
^ï= io'' + ( y — w )j,' — [ar—w) j' + /»[(* — «)r~ (» — w)p + l(ï — »)] 

_ f [(,-w) î _( tf _ B ); + i(,_«)] + {<-«,) ^ 

+ ^[(ï— ■)!»-(*-») f-+ M»— «)]■ 

On pourra ainsi calculer des dérivées successives de x, y et z, puis, en y 
faisant /=o, développer ces coordonnées par la série de Maclaurin. 

Supposons qu'à l'origine du temps le trièdre mobile coïncide avec le trièdre 
fixe, et qu'à ce moment les coordonnées de (>r, y, 3) soient a, à, et c. On a alors 
les développements. 

ix=^+{u'+cq~br+la)t+[u"+c^'-h J +aV-a{q 1 +i'-X t )+bpg+cpr+f>xq-iUr]Y- i +--- 
y=b+(v'+ar-cpV'.b)t+\y''+ar'-cp'+b\'-b{r^+p'-\')+cqr+apq+talr-icXp^Y2+-" 
x=c+(w'+bp-aq+lc)t+\tv''+bp'-aq'+cV-c(p'+q I —l i )+aqr+bqr+21cp-Tmq\Y^+''- 

Dans ces développements, il faut donner aux éléments u', v', iv',p, q, r, X, 
et à leurs dérivées, les valeurs qu'ils ont à l'origine du temps. 

Cherchons s'il existe un point qui à ce moment ait une vitesse nulle ; on 
doit avoir 
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la — rb + t/c 


ra +U- 


pc 


a + pb + 


\c 



Le déterminant des inconnues est X ('■*+/>* + <?' + /"*)• Comme nous admet- 
tons />0, ce déterminant n'est pas nul, et il existe un point unique à distance 
finie, dont la vitesse est nulle. Supposons que l'origine G a été prise en ce 
point, et que, de plus, l'axe OZ coïncide avec la direction (p, <f,r), c'est-à-dire 
avec l'axe de la rotation, qui, avec l'homothélie 1 -j- X t, fait passer le système 2 
a sa position infiniment voisine ; on a alors u'=v' = w'=p=q=o, et les 
développements (2) deviennent : 

x = a + (\a — 6r)( + [u' + cv' — ér' + aV— «<>■' — V) — 2Ui-]^+.. .. 

y = b + (ar + \b)t+[v' + ar' — cp' + b\' — A(t*— V) + îlar]j^ + .... 

x = c + \ct+[w' + bp' — aq' + c\' + cl t ']- i ^+.... 

Nous allons encore simplifier ces formules ; remarquons pour cela que, après 
un temps infiniment petit t, et en s'arrètant au second ordre, les coordonnées 
du point (0, 0, c) de l'axe Os deviennent 

*«=(h* + c9')-|- 
y = (v' — cp')-£- 
z = c + \ct +[w' + cV+ cl 1 ] ^ 
En éliminant c entre les deux premières équations on a la projection sur le 
plan xoy delà nouvelle position de la droite oz :( x— u "âV'+( y— ""ë V~ °* 

Si l'on prend l'axe Oy parallèle à celte projection, on aj'=o, elles formules 
deviennent, en définitive : 

ix = a + {U — br) t +[u"~ br' + aV- 0(1* - ).') _ 2Î. ftr] ^ + . . . . 
y = b + {ar + U)i+[v"+ar'-cp' + bV-b{r' t -\ l ) + %lar]-^ + .... 
s = e + Ut + [w n + bp' + eV + c *'] ^ +. . . . 
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Mouvement inverse. 



Considérons deux systèmes 2 et S, coïncidant à l'époque t=o; désignons les 
coordonnées d'un point M par a, b, c. en tant que M appartient à S, et par x,y,z, 
les coordonnées de ce même point considéré comme appartenant à £,. Les for- 
mules (3) donnent le déplacement, en fonction du temps, de 2, par rapport au 
trièdre fixe 0, xys considéré comme appartenant a 2. 

Mais si on regarde x, y, z comme fixes, et a, b, c comme des variables liées, 
à x, y, z et au temps par ces mômes formules (3), on a le mouvement de S par 
rapport à S, considéré comme fixe, le trièdreO, ,ry.s étant maintenant attaché à 
2, ; c'est ce que nous avons appelé le mouvement inverse ou indirect. 

Nous aurons donc les formules du mouvement inverse en développant, 
d'après les formules (3), les coordonnées a, b, c suivant les puissances de /. 

Les relations (3) donnent 

= x _ (_ br + \a) t — Tw" — br> + a\' - a (r* - 1') — 2 ^t1~ + ... 
{3)' / 6 — y~.( ar +Xb)— Tv" + ar> ~ C p' + bV— b(i*— V) + îlar]-^ +..'. 
= » — Xct - [w" + bp' + eV + A']-pj +•■■ 

Remplaçons dans les seconds membres a, b, c par les valeurs données par 
ces mêmes relations. Nous obtenons ainsi 

(— br + Xa)t = [— ry + >») * + [21fir + o(r»— !•}] t +... 

(ar + U)l=(rx + -ky)t+... 
lct = \st +... 

Substituant encore dans les seconds membres les valeurs de a, b, c tirées 
toujours des formules (3)', et calculant de proche en proche les coefficients 
des puissances successives de t, on arrivé aux développements : 

a=x + (ry—ï.x)t + [— u" + r^ — Vx — x (+—V) -î\ry]~ +... 

(4) ) b=y+{-rx— \y)t + [— v" — r'x + p's — \'y—y(f — V) — %\rn^~+... 

c = ï-Xîi + [— w"~pfy~X't + Vt]~+... 
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On voit qu'ils se déduisent des développements (3), par le changement de 
signe de u, v, w, p, g, r, À ainsi que de leurs dérivées. 

On se rend bien compte que dans le mouvemen! inverse les signes de 
u, v, iv, p, g, r doivent être changés ; le changement de signe de X peut s'expliquer 
de la manière suivante. 

Puisque nous nous attachons, pour cette explication, à considérer seulement 
les rapports des grandeurs des deux systèmes, nous pouvons dans les formules 
(3) annuler u, v, w,p, g, r, et leurs dérivées. Il vient alors 

x = a + Ut + {k' + V)m J^ + (1" + 3>.>: + V) a _£_ + ... 

y — b + \bt + (X* + V) b JL + (X' + 3 IX + Vf b j-J-g +... 

Le rapport des dimensions linéaires du système 2, à celles du système S 
supposé fixe est donc 

Soit maintenant K' le rapport, dans le mouvement inverse des dimensions 
linéaires du système £ à celles du système S, supposé fixe, à l'époque /. On doit 
avoir K. K' = 1 . Or on vérifie sans peine l'identité 



4. — Coordonnées d'un plan. 

Soit un segment de droite OA, ayant pour extrémités, à l'époque / =o. l'ori- 
gine 0, et un point A dont les coordonnées sont », jî, y. A une époque quelcon- 
que /, les projections de ce segment s'obtiendront en retranchant des nouvelles 
coordonnées du point A, les nouvelles coordonnées du point qui était à l'ori- 
gine. Celles-ci s'obtiennent en remplaçant, dans les formules (3), «, b, c par 
.zéro ; ce qui donne 
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Les nouvelles projections du segment OA, à l'époque t, sont donc données 
parles développements : 

i«, as . + (l._rH/+[V«-f'?-(f'-l')«-Slrp]Q + .... ' 
y i =v + ir'+(*'Y+K? + ^Mî^ + .... 

Soit mainlenant un plan qui, a l'époque / = o, est défini par un de ses points 
(a, b, c), et par le segment OA (*, fi, y) qui lui est perpendiculaire. Son équation 
est 

« + Êy + rs— («*+ *£ + er)=o. 

Posons aa+ip-|-c')'=8 ; on peut prendre pour coordonnées du plan: a, JS. 
Y, 2. Nous nous proposons de trouver les développements qui donnent les 
valeurs a,, p„ v„ S, de ces-coordonnées à lYpoque t. 

Les formules (5) résolvent la question pour a, jî, y, ; pour avoir S,, nous 
'remplacerons «„ b„ c„ *„ p„ y, par leurs développements dans l'expression 
«.«■ + *.& + <■. Y.. 
On trouve ainsi : 

0,1, = m + [2î.ai — r(a^ + 6a)] t + 

+ J2(-6r+Aa)(>+Vx)+«[K'^r'+ fl V-a(r--V}-21r6j + [Vx.r'^-V) ai -rAr?}]^+ 

Ajoutant membre à membre, nous obtenons, après réductions, 
« i =^*+ft^+eY+Sa(fl»+*^q')(+[*).V*+*Hn')+^Xa«+ 6 H^)+ , w"+?«'"+ï^'']f^ l f--» 
ou encore, 

(5)' S, = <i + 2>.â.(+[(4A- + 2V)â + ï «"+^" + v «."] ï ^+... 
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5. — Coordonnées d'une droite. 

Soit une droite qui, à l'époque t=o, a pour équations ^^-2=2£ir_ — Ini • 
ses coordonnées homogènes sont «, p\ y, L=c$ — by, M=atY — Ca > N=/a — «p. 

Les formules (5) (tonnent les valeurs *,, (3,, y, que prennent a, jî, f, à l'époque 
/; quant à L„ M,, N,, on les obtient en substituant dans les expressions de 
L, M, N, les lettres a, b, c, a, p, y par les développements (3) et (5) ; on trouve 
ainsi : 

iL, = L+ (2ÀL— rii) t + [$w"— yc" — -UMr + 2VL— r'M— (i*~ 4X") l] i^+ 
M,=M + f21M + rL)( + [yu"-a H :" + 41 r L + 2X'H + 7-'L-() J — 4X')M-N>']^+.. 
N =N+îlN(+[* D "-?u" + Mp' + 2NV+4NV] i ^+.... 

Il est a remarquer que, dans tous les développements que nous avons obtenus, 
les coefficients des puissances de / sont des fonctions linéaires des valeurs des 
coordonnées à l'époque t=o. 

6. — 11 existe entre les coefficients des développements précédents des iden- 
tités intéressantes et qui seront utilisées dans la suite. 

Soient par exemple, a, a\ n"... ; b, b', b",.,.\ r,r' ,r" ... les coefficients des 
développements des coordonnées x,y,z d'un point. On a d'abord 

*■ + !/*+!* = a a + ** + c*+%(aa' + bb' + ce') t+ (a"+b" + c'* + aa" + bf>" + ce") ('+.... 

Considérons d'autre part le segment OA qui à l'époque f=ojoint l'origine au 
point A (a , b,c). A l'époque /, le point («, b, c) est devenu le point (x, y, z) ; 
l'origine est devenue le point {it,r,w) ; OA 1 ou a'+i'+r*, est devenu {x — uf 
-\-{u — o) l -\- {z — M') 1 . Or, si nous désignons par /■ le rapport des dimensions 
linéaires homologues à l'époque /, et a l'époque zéro, nous avons vu que 

l'on a ft=i+lf+U i + Vj ï - 5 + (i. , + 3V/.' + A")j-g-£ + 

d'où *»— l+2U + (2^ + V)<*+(-jp + 2ÀV+ y)f+ 



On a aussi 



i.2.;i - 1 
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w=w" f +«"'ïX3 + - 

Bans la relation : {.r — w) J + {y —'•)'+ (a — »)•=*' («* + **+ c 1 } 
ou J , + y*+s , =2wa , + 2î^r-f-2M's + i , (a , + d'+c')— «*— r* — «•*, introdui- 
sons tes développements précédents, il vient : 

«'+fe'+c'+2(fla'+fc6'+cc')f+(a"+6"+c"+ao"+66"+cc")f'+( aa + 3 +CC +a'a"+b't>"+c'c"jf+.. 

... „ r . .. ,, ., . ., au'" + bv'" + cw'"-\ , 
=={flH"+ftD"+cw")/ , + L«'« "+4V + c'w" + g- Jr— m 1 -»*— to" 

Nous aurons les identités cherchées en égalant les coefficients des puissances 
semblables de t. On trouve ainsi : 



(V< 



aa' 4- bb' + ce' = \(a' + b' + c 1 ) 
:'» + b'' + c"+ aa" + bb" + ce" = au" +bv" + cw" + {a* + b' + e*) (%V + V) 
'"+bb'"+cc"' ..,,,, , ,, au'"+bt 



On obtient des identités analogues pour les autres coordonnées, ainsi, en 
désignant par L, L',L" ; M, M', M";...,N,N'N"..., les coefficients des déve- 
loppements des coordonnées L„ M„ N„ d'une droite, on trouve : 

( LL' + MM r + NN' = 2X (L a 4- M a + N a ) 

\ I Liu'l 

(8) 1 L' i + M' , + N'"4-LL" + MM , + NM=2(*À a +iO(L a + M*4-N a ) + h^'I 



fi. — Lieu des centres instantanés dans le système et dans l'espace fixe. 

Comme application des développements précédents, 'il sera intéressant de 
développer suivant les puissances de / les coordonnées des points du système 
qui deviendront successivement centres instantanés, et celles des positions de 
l'espace fixe qu'ils occuperont. 

En égalant à zéro, pour l'époque /, la vitesse du point (w,/>,c), on a 
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Ï' »=«.— 6. + [u'— êr' + aX'-a(r , -X*) — 2X6r](-f [«'"+. ..]-^- +.... 
o = j-«+X6+[t) r + flr' — cp' + ft/—d(r*— X'^+2iar] ( + [«'" + .. .]-^-+.... 

Nous allons, de ces égalités, tirerez, b, c en fonction de / sous la forme 

a = M + k'f + .... 

b = Bl + h't' + 

c = Ct + C'(' + 

Remplaçons dans les formules (9) a, b, c, par ces développements, et égalons 
à zéro les coefficients des diverses puissances de t. 

On obtient d'abord : o = — i-B-t-XA -t- m' 
o = rA + XB + o* 

= XC + K>' 

D'où: A = 



V+r" > D — v + r' ' ^~ X- 

Paasant aux coefficients de /*, on a 

S— rB' + U' — r'B + VA — (r 1 — X')A — îlrB+-Ç=o 
rA' + XB' + r'A — p'C + X'B — (r 1 — ).") B + 2XrA + -^- = o 
XC'+/»'B + VC + a'C 4-^ = 0- 
On obtient immédiatement C ; 

Dégageant A' et B ' des deux premières équations du groupe précédent, on n 



Mais : A(X* + r")l— r(JL" + i*)B = — XV— 1™" + rtn" — rV = — u"(X* + r") 
A {X 1 + r") r + X (X 1 + r°) B = — rW — I V— aV + Iru" =—«' (X a + r 1 ) 

Les égalités précédentes deviennent donc : 

()'+ r ') + A(XX' + rr')-B 1 X/-rX')-u-(X- + r') + , -""+"" -pVC = o 
(X- + r') + A (Xr' - ri') + B (XX' + rr') - »' (V + ,') - "*"~ i, °" - p'X C = 
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Comme d'ailleurs on a : 

- (!«■ + r» 1 ) ().).' + rr'i + ( W - m') (V - rV) = ().'- I*J (iV -IV) - Sir (rV + IV) 
(lu" + m') (V — rV) + (lu' — ml (»' + rr')= (!■— r") (/»" + IV) + Sir (rV — IV) ; 



A'(l- + + p=p(*'"'-lW)- sr ^(rt' + l'lO-^(l'+rl + ^51+^ + ^ = » 
«■(l' + ^-^f.V + lvj-j'jt^.V-lV) - ^'+r)-2!rï-,V=, 

Ou a donc, en définitive, 

i,»' + "', , r . w+iV+ilJV li*^(rv— v»*)— ary»*+wn , , 

p^t- — -'] '■+••• 



(10), 



T'+F^+'^f'-fa '+- 



Quant / varie, le point (n, i, <■) décrit la courbe, lieu géométrique des centres 
instantanés successifs, liée an système S. 

Le point (fl. b, e) déterminé par les développements (10) est celui qui à 
l'époque / aura une vitesse nulle. Pour avoir ses coordonnées à celte époque, il 
faut remplacer a, b, c par ces développements dans les formules (3). On obtient, 
réductions faites : 

s = à* + (à'- Ç)t*+... 

t y^Bt+(v , -Ç)t*+... 

f = c*+(c -Ç)r+... 

Quand / varie, le point (.r, y, s) décrit la courbe, lieu géométrique des 
centres instantanés dans l'espace fixe. Les formules (10) et (11) montrent que 
ces deux courbes, dans le système mobile et dans l'espace fixe, sont tangentes. 

On obtiendrait d'une manière analogue, dans le système mobile et dans 
l'espace fixe, les développables engendrées par le plan double, et les surfaces 
réglées, lieux géométriques des axes instantanés de rotation. 



Digitized by 



Google 



Ellipsoïde des vitesses. — Vitesses des points d'un plan. 
Foyer. — Caractéristique. 



1. — Soient v x , v gi v z les projections de la vitesse v du point M du système 
ï dont les coordonnées sont a, b, c, à l'époque t = o; les formules (3) montrent 
que l'on a : 

v s =\a — br; e„=ra + 16; v : = 



d'où »* = (\' + r») {a , +b*) ^ 



; (1) 



La tangente à la trajectoire du point (a, b, c) a donc pour équations 

x — a y — b z — c ,«\ 

la — ii- — m +- îb ~~ ~TT W 

Cette droite perce le plan xoy au point t (j , '=-p y' =-7-1 3' = <>) ; la 
droite qui joint l'origine au point / (.c' y' 0), est perpendiculaire à la droite 
Om qui joint l'origine au point»;, projection sur xoy du point («, b, c). On a, 
en effet, ■£,- = — £. De plus les deux droites Om et Oï sont dans un rapport 

constant, car on a x" -%-$'*=. ^ (a*-\-b*) ; et l'on voit que l'angle V formé par 
Om avec mi, a pour tangente y. 

Remarquons encore que le carré de la distance du point M (a, b, c) , au point t 

(T — '°> esi l fl ~Tj +(*+tJ + r = v = on a 

donc M/ = y. La vitesse d'un point est donc proportionnelle au segment qui a 
pour extrémités le point et la trace de la tangente a la trajectoire sur le plan 
double. 

Les formules (1) sont celles de l'homographie qui lie le point {a, />, c) à celui 
qui a pour coordonnées v x , v t , v,. Le lieu des points du système qui ont des 
vitesses égales à v, est l'ellipsoïde de révolution 

(3) (X- + r«) (*■ + y-) + X- »■=»". 

Si c varie, l'ellipsoïde (3) reste concentrique et homothétique à lui-même. 

L'intersection de cet ellipsoïde par un plan II est le lieu des points de ce plan 
dont la vitesse est égale à v ; si l'on fait varier v, l'ellipse d'intersection reste 
homothétique et concentrique & elle-même ; elle se réduit à un point quand 
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psoïdeest langent au plan, et le point de contact est le point de plus petite 

se. 

lit le plan xr -\- fi// -f- y; — î=o, ce point est à l'intersection du plan et. 

i droite -=j = -.•*+?. 

— Les tangentes aux trajectoires des points d'un plan forment une con- 
nce qui devient très simple, comme nous l'avons vu dans l'étude synthéli- 
quand le plan passe par l'un des sommets du tétraèdre formé par le centre 
ntanéO, par le point à l'infini sur 0;, et par les points cycliques du plan 
de xOi/. Il nous suffira d'étudier le cas où le plan passe par le sommet de 
traèdre. 

lit donc la droite [2) ^-^-y; = a i ~ ±\h = ~)T~' en la transportant à l'origine, 

. x , = — '-.--. t = — — - ; iïoùpx='/xi — br\ pi/=nr-\-V>\ oz='>£ ; ou 

Ka — br ar -\- i.b r.c p ' ' rcf ' ' 



■"+»■* * — à' 

le point (a,b,c) se trouve dans le plan *x — y-\--^z^o\ le lieu des tan- 
es aux trajectoires transportées à l'origine est n(Kr-\-ri/) — X (Xy — r.r) -\~ 
+ C')2=0. 

est un plan auquel toutes cesdroites sont parallèles. 

>sons maintenant a = tc ; b = %c ; ce qui revient à faire décrire au point 

, r.) une droite D passant par l'origine. 

s équations (2) deviennent j^ -j T ^ = ^q^ == : ~T~ ~ P ' 
: .r=tc + ? (— rl + fc) ; >j= <>r + ? (rt + ™) \ i = c + ? l. 

inantr et p, on trouve : z (/* + ^ i ) — U — %t/=o. 

u-ivons maintenant que la droite D se trouve dans le plan aj — y + "*; 
: */ — fj+Y= o, ou 9 — ai + v. 

>rtons cette valeur de H dans l'équation ïff'-j-fl 1 ) — te — hi/ = a; 

•ni : ;/*{*'+ I) +/ (2*ys— «y— -r) +•?= — VJ~ °- 

enveloppe de ce plan, où f est un paramètre variable est : 

i— *y— j-) 1 — 4 (*■+ i) = (v'=— ry)=o. 

est un cône tangent au plan double. Cette équation s'écrit aussi : 

_y«j (i-f-*') = (;«- — y+2-^} 1 ; el l'on voit que le cône est aussi tangent 
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aux plans isotropes passant par 05. Enfin, l'équation peut prendre encore la 
forme, (ay + j-) , = 4 ï a^ir_y;+ ï j), qui montre que le cône est aussi tangent 
au plan %r — y-(-yz = o. 

Ainsi, les tangentes aux trajectoires des points situés dans un plan passant 
par l'origine, sont parallèles à]un même plan, et tangentes a un même cône. 

Nous avons vu aussi qoej lorsque le plan passe par une arête du tétraèdre 
déjà considéré, la congruenee devient linéaire ; nous nous bornerons à le 
démontrer analytiquement dans le cas où le plan passe par l'arête qui est à 
l'infini dans le plan x Oy. 

Dans les équations (2) 5^74 = ^fXÏ = TT ' <' est uo,lné - 
Coupons cette droite par un plan 3=5 ; nous avons : 

j_. , (8-')p.°-fa-) _ lq» + Mc-<) 
Xc Xc 

S _ft + 5 _ _ _ i 

doù l = aXS-f br{c— S) - Ce rapport est indépendant de a et de b si l'on a 
3lT r(c— h ' ou3 = ± ^~T^- 10 Soit d'abord X ô = +*> (3 — cj, ou 

o= i ■- ; remplaçant dans l'expression de ", il vient-= r L~ ,'. . ', -? = — i 
r+t *. r> _r X ' x r(o — c) (ai — b< 

2°XS = — ir{o — c); d'où 2=^-^, et-^= -fi- 
Les droites de la congruenee rencontrent donc les deux droites. 



cr t i 

y = — tx { i/=iar 



3. — Proposons-nous de] trouver le lieu des points d'un plan II dont les 
vitesses font un angle donné 8 avec la normale à ce plan. 

Soit a-r+Py+Y* — 8=0» l'équation du plan n. Le lieu des points dont les 
vitesses font un angle donné avec la direction déterminée par les cosinus 

*. p, T , est le cône Çt ^^ +r) ^y = «•' 8. 



Quand on fait varier 6, l'intersection de ce cône avec le plan n est une co- 
nique bitangente a la conique imaginaire, intersection de n avec le cône 
pL*_j_r^ [x*-\-if) +XV=o, la corde de contact étant l'intersection du plan II 
avec le plan *().# — ry) ■j-$(rx-\-'ky)+'kyz=o. 
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dans ce faisceau de coniques bitangentes, se trouve la conique qui se 
aux deux tangentes menées aux extrémités de la corde commune de 
t; et cette conique singulière est l'intersection du plan n avec le cône 
pondant à la valeur S =o. 
îffet, l'identité de Lagrange montre que l'équation 

[»{X«-ry) + p(w+Xy)+i Y j]'-[(l"+O(r'+/)+Va«]=: 0l 

aquellea s + p* + Y s = 1, se réduite 

+W+M ï y-N] , + [^-^-ï^] , +[ï^-ï' , y- , ' w ]-''' 

;es trois carrés ne sont pas indépendants, car on a identiquement : 
;p*,_ Tr jr_Y* B ) + P( T l*— T ry —**)=— y [r(«+ ?.'/) +> («y— Ml- 
le l'équation représente l'ensemble de deux plans, dont l'intersection 
I donne les deux droites tangentes aux coniques du faisceau. Nous allons 
[ue ce sont deux droites isotropes du plan n. Pour cela, ramenons le plan 
origine, et cherchons les intersections du plan *x-\-$t/-\-y3=o avec 
ux plans répondant à l'équation 

[*{ix— ^)+P(' , *+^)+W=(^+0(* , +y I )+* , * ! 1 

ou ^(«r+pjr+^+rfpx— .^^X'^ + y'+O + H^+îr); 

core r>{$c— *y) ' = *V* + /+**) +r'(.r t -J-/) 

te équation, en vertu de l'identité 

P*— •y) , = (jf+/) (**+?')— (*J-+Py) , = (j a +y ï ) (a'+p 1 ) — yV, 

it successivement : 

et enfin («■ +y + s*) (V + »Y) = ° : 
propriété en question est ainsi mise en évidence. 

st ainsi démontré que le lieu des points du plan II, dont les vitesses font 
a normale à ce plan un angle G, est une conique ; et que lorsque l'angle 9 
cette conique a pour foyer un point fixe, et une droite fixe pour direc- 
relative à ce foyer. 

voit sans peine que cette droite est le lieu qui correspond à 9 = -s-, c'est- 
i que les vitesses de tous ses points sont dans le plan n. Elle est Tinter- 
n du plan n et du plan *(Xr — ry) + P ()'jr + Ày)-(-3.yj = o. 
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Quant au foyer, c'est le point du plan n pour lequel 8=0, c'est-à-dire dont 
la vitesse est perpendiculaire au plan. On l'appelle le foyer du plan ; il est 
' a l'intersection du plan n avec lu droite commune aux deux plans 

yrx + yî-t/ — jfti = o ; fXx — -jr;/ — <xki = o ; 

ou **=JS_ !• + **«*£. 

* ? Y 

Sous cette forme, il apparaît bien que la vitesse du point est perpendiculaire 
au plan. 

La droite -y - — *"% y =— , est le lieu des foyers des plans perpendi- 
culaires à la direction (a, (1, y) ; c'est la droite adjointe de ces plans. La droite du 
plan n, dont tous les points ont leurs vitesses situées dans ce plan, est la carar- 
téristique de ce plan ; elle est à l'intersection du plan n et du plan 

*{ïx — ry) + ${rx + ly)+\- : z = o 

C'est le plan adjoint du plan ït ; c'est le lieu géométrique des caractéristiques 
des plans parallèles à ce plan n. On peut vérifier que la caractéristique ainsi 
définie est l'intersection du plan avec sa position infiniment voisine. 

En effet, cette droite est commune au plan n, *# + Êty+yz — Z=o, et au 
plan xp.x — >'£)+# (ra+Xp) + >.y5 — i\o = o, dans lequel les coefficients 
sont, d'après les développements (5) et (5)' les dérivées des coefficients de 11 
par rapport au temps. Or, si dans ce second plan nous remplaçons 2 par 
*£+ ?y + T j j nous obtenons 

* (kx— ry) + $(rx + itf) + *Y*= o, 
c'est-à-dire l'équation du plan adjoint. 



Vitesses des points d'une droite; foyers; sphères *. 



1 . — Soit la droite D ! , * et un point (a, b, c) de cette droite ; la tan- 

gente à la trajectoire de ce point a pour équations 

x — a y — à z — c 

la—f>r~ ra + \Ç Te"' 

Il s'agit d'éliminer a, b, c entre ces équations et celles-ci : 

a = mc + p; b = nc + v. 
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On ad abord { ... , , -, \ , , - 
Portant dans les équations de la tangente, on a : 



c(). m _r«) + i|t-rv — e(rm + *ti)+r|i + lv le * 

d'où : rnc*+ [zQ.m — m)— lar-f-rv] c + P-l"- — ry ) z — ° 

rmc'— [z(\n + rm) — \y — rf.)e— (r^4-î.v) : = o 
Éliminant c, on trouve 

:r|tam+rB)+v(),H-rm)] = ï(i.'+0( m v-, lt ,)-^(ri,+M +>■?/( V-»^)+'>-'-(h-'+^) 

Ainsi le lieu des tangentes aux trajectoires des points d'une droite D est un 
paraboloïde hyperbolique. 
Si on le coupe par le plan z — o, on a les équations 

1 (mx + ny) + r (ny. — mv) = o 
V (V~r-) = x(r [ t + iv)-r([ J .' + v'). 

qui représentent 2 droites dans le plan des xy. 

La première de ces droites est perpendiculaire à la projection de la droite D. 

Les distances de l'origine à ces deux droites sont respectivement T~>~r~— ,> 
et - /JZ.lLy ; leur rapport est constant. L'intersection de ces deux droites, 
point de contact du paraboloïde avec le plan xQy. a pour coordonnées 
-r = -fv, y= — J-,i. 

Si l'on a : n (iv + rv .) -f m (V - rv) = <,, 

ou i(m\L-\-m)= r(mt — ny.), ce qui a lieu, comme 

nous le verrons, quand la droite D est tangente h la trajectoire d'un de ses 
points, le paraboloïde se décompose en deux plans dont les équations sont : 

P = 1 (m' + n') s — 1 {mx + ny) + r (mv — nji) = o 

Q = x(l' + O (mv — njt) — l*(r|i + lv) + Xy^ — rv) + Âr(^ + v") = . 

En tenant compte de la relation X (?« ( u. + nv) = /-(/«v — «[*), la 2 e équation 
devient : 

mî Q.' + r») (mv -«[*)- 1 (j> + lv) {mx + ny) + lmr(,x' + v") = o. 

En ajoutant à cette équation l'équation du plan P = o, multipliée par 
— (rjA+Mi on trouve z=o. L'intersection des plans P et Q se trouve donc 
dans le plan xQy. 
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î. — Les tangentes aux trajectoires des divers points d'une droite D étant 
parallèles a un môme plan, comme génératrices d'un paraboloïde, l'enveloppe 
des plans normaux a ces trajectoires est un cylindre ; nous allons voir que 
c'est un cylindre parabolique. 

L'équation du plan normal a la trajectoire du point (», b, c) de la droite D 
est : 

(x-a)(ka-br)+{y-b)(ar+lb) + {z-t)\c = o 
OU x(\a — br)-\-y(ar + U) + tei — \ (a 3 + b* + c*) = o. 

Remplaçons a par jwf-f-l*t à par ne -{-y. 

x (hnc -f- 1[j. — rnc — rnv) -J- y (rmc + »> + ^-nc -f- lv) -\- Xei 
— \ [m V + 2mi« + [*.* + n 3 c" + 2nvc + v* + c 3 ] = o 
OU le* (m 1 + n' + 1) + c (rnx — imx — rmy — Xny — \x + 2ml|i -f 2nXv) 

+ \( 1 ,' + v')+ ; F(rv-V)-i/(»> + l*) = o 
L'enveloppe de ce plan a pour équation 
\x(rn— lm)-y(m+).n)-îj+2i(m[j-+nv)] , -41(m'+n , + i)[x(rv-l. l i.)-j / (r [l +lv)+^[ i : '+v a )J=o 

Les plans diamétraux de ce cylindre parabolique sont parallèles au plan 
r (m — X>h)— y(rm-\-ht) — Xj — o, dont l'équation est indépendante de [* et 
de v ; et qui, par conséquent, est le même pour toutes les droites parallèles. En 
particulier, si f* = v = o, la droite D passe par l'origine, le cylindre se réduit 
au plan double [x(rn — Xm) — y(rm-\-hi) — ks]*=o. 

Le plan x (V — jv) -\- y (h -j- ty.) — À* (u* -+- v*) = o est tangent au cylindre, 
il passe parle point (u, v, o) où la droite D perce le plan xQy\ il ne dépend 
d'ailleurs que des coordonnées de ce point. 

Tous les cylindres relatifs aux droites passant par ce point sont tangents a 
ce plan, qui est d'ailleurs le plan normal à la trajectoire de ce point. 

3. — H existe sur là droite D un point dont la vitesse est perpendiculaire à 
la droite ; il est à l'intersection de la droite et du plan 

m Q, x — ry) + n (rx + \y) + li = o 

Son équation est indépendante de u. et de v ; il est donc le même pour toutes 
les droites parallèles. C'est le plan adjoint relatif aux plans perpendiculaires à 
la droite. 

Quand la droite est tangente à la trajectoire d'un de ses points, c'est-a-dire 
que l'on a X (mji + nv) = r {im — nu.), ou —*~™ = "~J^ , l'équation du plan 
adjoint devient vj~ — pt/-\-\z=o, et son intersection avec la droite est au 
point (u,v,o), qui est la trace de la droite sur le plan xOy. 
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Nous appellerons foyer de la droite, le point que nous venons d'apprendre a 
déterminer, et dont la vitesse est perpendiculaire à la droite. 

Pour qu'une droite eût plus d'un foyer, il faudrait qu'elle fût contenue dans 
le plan adjoint, c'est-à-dire que l'équation 

(\m + rn) {ras + |i) -f (la — m) (ni + v) -f \z = o 
fût satisfaite pour plus d'une valeur de s, ce qui exige que l'on ait 
m (î.m -f- rn) + n (An — rm) = o 
y. (km + rn) + v Q.n - m) = a 
ou encore 

\(m t + n' + l) = o 

1 (m(i -|- «v) -j- r (tifi — nw) =■ o 

La première relation montre que la droite rencontre le cercle de l'infini ; la 
seconde, que la droite appartient au complexe des vitesses. Il n'existe donc 
pas de droite réelle qui soit, comme dans les systèmes invariables, perpendi- 
culaire à. la vitesse de chacun de ses points. On peut d'ailleurs s'en rendre 
compte aisément : un segment AB dont les extrémités A et B décrivent des 
trajectoires perpendiculaires à AB, a une longueur invariable au second ordre 
près, ce qui est inconciliable avec la condition que nous avons admise, î-^o. 

■i. — Le lieu des foyers de toutes les droites qui passent par un point donné 
(jt, ( , y,„ s ) s'obtient en éliminant metn entre les trois équations 

x — x„ = m (ï — s,) ; y — y a = n (i — i.) 
et x (km + rn) + y (\n — rm) + '/■; = o. 

On obtient : 

JL-h(x— *.)+r{y— y.)l + -ï— r*(¥-sb)— r(«— x t )]+lz=o 

\ [x*+y* + s')— (*■*« + ry„)x — {\ij. - rx t ) y — \z t z = ù. 

C'est la sphère * relative au point (x , y i *u) ■ 

On trouve la même sphère comme lieu des foyers des plans qui passent par 
le point (jr ,yo)*o). 
. Soit en effet, le plan 

{X-x)(k X -r ! ,) + (V-y)(rx + \y)+U(Z-;) = o 
qui a pour foyer le point {x,y,x). S'il passe par le point (*„#«*.). on a la 
relation 

(i.-*)f>*-ri/) (s. — y)+(r* + *y) +*!(*. — ») = o, 

qui est l'équatiou de la sphère *. 
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Toute sphère qui passe par l'origine est une sphère *; on peut, en effet, 
identifier les équations. J'appelle foyer de la sphère * le point [x B , y„,.3„), dont 
la vitesse est normale à la sphère et dont cette même vitesse, divisée par )., 
représente le diamètre de «elle sphère. Les coordonnées du foyer sont liées « 
celles (;, n, ï) du centre par les relations 



L'équation de la sphère peut s'écrire 

1 (ar* + y" + i 1 — xx, — yy — zz ) + r {yx, — xy ) = o ; 

si on la coupe par le plan qui passe par l'axe Oz et le foyer fj-„, y n , ;„}, or 
obtient le même cercle qu'en coupant par ce plan la sphère 

** + V a + »*—«*.— yy B — w». 

Celte section est donc indépendante de -£-• 

Les sphères * relatives à tous les points d'un plan passent par le foyer du 
plan ; celle qui est relative ii ce foyer est tangente au plan. Les sphères * 
relatives à tous les points d'une droite passent par un même cercle qui ren- 
contre la droite en son foyer ; ce cercle est aussi le lieu des foyers des plans 
qui passent par la droite. Le plan de ce cercle est le plan adjoint aux plans 
perpendiculaires à la droite. 



Courbes normales aux trajectoires de tous leurs points. — Sphères S ; 
système focal ; cercles C ; cercles conjugués. 

1 . — La sphère * et son foyer se sont présentés à nous comme les analogues 
du plan et de son foyer dans le déplacement d'un système invariable. Cepen- 
dant la sphère * ne jouit pas de la propriété essentielle du système focal, car 
les sphères * relatives aux divers points d'une sphère * donnée, ne passent 
pas par le foyer de cette sphère. Nous verrons que cette propriété appartient a 
une autre sphère, la sphère S, dont le centre est, dans le plan double .rOy, la 
trace de la tangente a la trajectoire d'un point f de sa surface, qui est son 
foyer. Son rayon est donc égal au diamètre de la sphère * relative au point o, 
et elle est tangente à cette sphère. 

Proposons-nous d'abord de trouver les courbes normales aux trajectoires 
de tous leurs points. 

Soit (.r, y, z) un point de cette courbe ; 
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On doit avoir 

(\x — ry)dx+\rx + \u)dy + -te.dz = o, 

ou - (») ^. d ( xt + 'f + ^) = ydx~ydy. 

En passant aux coordonnées polaires, x = p sin Q cos y, y — p sin 8 sin f , 
s = p cos 6, l'équation (1) devient 

— rfp = — p sin* 6 df ; 

et si l'on adjoint à cette équation celle d'une surface, on a les courbes jouissant 
de la propriété énoncée, et tracées suc cette surface. 

Il y a deux cas très simples où l'intégration se ramène aux quadratures ; c'est 
d'abord le cas d'une surface de révolution autour de Oz, où l'on a p = f(H), et 
le cas d'un cône ayant pour sommet, où l'on a => = f (8). 

Un troisième cas remarquable est celui où la courbe est plane. La géométrie 
montre aisément que la courbe est alors, en général, une spirale logarithmique. 

Soit, en effet, un point M de la courbe située dans le plan n dont le foyer 
est F ; la projection sur ce plan de la tangente à la trajectoire du point M est 
perpendiculaire à la tangente de la courbe en ce point ; -et comme la projection 
de la tangente à la trajectoire fait avec MF un angle constant, il en est de même 
de l'angle formé avec MF par la tangente à la courbe. Cette courbe est donc 
une spirale logarithmique. 

Mais quand le plan n est perpendiculaire au plan double .rOy, la projection 
de la tangente à la trajectoire passe par F, qui est alors dans le plan double, 
et la tangente à la courbe étant perpendiculaire au rayon MF, la courbe est 
un cercle. 

2. — Les équations d'un tel cercle peuvent s'écrire : 
J * = i»(x'+y'+x')+|* 

Substituons ces expressions de x et y dans l'équation différentielle (1) ; 
il vient : 

£- r d{x' + y* + z l )=:mn( X ' + ;r + i')d(x' + y'+; t } + m-*d{x>+y' + z') 
-wm^ + v' + ïV^ + y' + ^-HiMfftf' + y'+s'} 
OU ^d(a7' + y* + ! i ) = ('^-"ri''(^ + '/ + : 1 ); 

ou ennn (3) mv — »|i = — 

Nous désignerons par la lettre y tout cercle défini par les équations (2) ; si, 
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de plus, les coerficients.de ces équations satisfont à la relation (3), nous dési- 
gnerons le cercle par la lettre C. 

Cherchons le lieu des cercles C qui passent par un point donné <.r , y„, z„). 

Posons x*-\- y* + ? = $*, *„• + y n * -\- ;„' = p.* 



On a 



rw Po '+a ( X = mp + V. 



x — jr 8 = m( P 1 — p *), m = ^-^, p. = a: — ~ ~ *°, p' 

p — p D P — Po 

v— !/.=«(?*— p.')- "=^~ î at v = y— ^~Ip' 

p — po p — p 

Portons ces valeurs de wi, n, p, v dans la relation (3). 

p*— po a V J p 1 — p." / p*— po'V P 1 — p. / 2r ' 

yt*-*.) *(y-y.) _ >- . 
p . _p.. p*_ Po * — i,. 

îr 

d'où (*) ** + y 1 + ï s — y («ï» — •/*«) — (*•' + ,'/«.* 4- s.') = o- 

C'est la sphère S dont il a été parlé plus haut, et dont le point (x , i/„, z ) est 
le Foyer ?. Toute sphère qui a son centre dans le plan x Oy est une sphère S, 
mais son foyer n'est pas toujours réel. Identifions, en effet, avec l'équation (4) 
l'équation x'-f-y'-J-j*— 2 a# — 2 py + **+ p 1 — R ! = o. 

Ona * = t!/.. ? = —£*•» R , -» , — P' = * ' + •/.» + «.*. 

Des deux premières relations on tire a% = — — p, (/„ = —- a; portant dans 

la3 me , on a ï„' = R* - ^i- (** + p') ; et si l'on a ;rjrm-> - JT^ i on obtient 
pour s deux valeurs réelles, égales et de -signes contraires. Il y a donc en 
général, pour une sphère S, deux foyers symétriques par rapport au plan 
xOy. 

Nous allons voir que toutes les sphères S qui ont pour foyers les divers 
points d'une sphère S donnée, passent par les deux foyers de celte sphère. 

Soit, en effet, une sphère donnée S, dont le foyer est y, (j ô , y„, z ), et soit 
aussi un point (x„ y„ z,} de cette sphère. Ce point étant sur la sphère donnée, 
on a *i* + y, 1 + s,* — y (*, y„ — y, x„) — (*,* -f y,* -f :„ s ) = o. 

Mais la sphère qui a pour foyer le point (x„ y„ s,) a pour équation 

** + y* + # — x (*»■ — !/*•) — l*i" + Vi* + *t") — o ; 

10 
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et la relation précédente montre que le point (■/■„, y„, zj) est sor cette sphère 
La sphère S apparaît donc bien comme l'analogue du plan normal dans le 
déplacement d'un système invariable, et les cercles C correspondent de même 
aux normales. Les propriétés suivantes vont développer l'analogie. 

On sait que, dans le déplacement d'un système invariable, le lieu des foyers 
de tous les plans qui passent par une droite est sa droite conjuguée ; nous allons 
voir que le lieu des foyers des sphères S qui passent par un cercle ■;, est un 
cercle y'. 

3. — Soit doncleeercle \ x = m £ + v [ + ~] + " 

( y=n(x* + y* + z*; + v 

L'équation d'une sphère passant par ce cercle 

est „,(**+. /' + :')-*+ l t + K[..(s î +y , + =')-?/+"] = ° 
ou (a*+./' + a ï )(m + K»î-«-K!/ + l t+Kv = (,. 

Identifions avec l'équation de la sphère S : 

■r 1 + >f + »' — x y* x + ^ *° y — {*„' + y' + O = » ; 

n+Kn=m— ^= "y - ~"^ ; portant cette valeur dans la relation <5). 



on a 



m;/,- 



=^0U(7)„. 



L'identification donne aussi ^x v; ; = — (*„' -f- y a * + z 8 ')- 
Or, m + Kn = ^^"-^; |l + Kv = £&: 



( '° nc m'^'nx = ~ ( x ° i +y<> t + z <'^ relation qui, en verlu de (7) 
devient— -^ iv-V* — V - T ») = *•* + V + *<»*■ 

Ainsi le lien des foyers des sphères S qui passent par le cercle y a pour 
équations 

f * ! + y* + ï 1 + y (p.;/ — v x) = o 

Nous allons mettre ces équations sous une forme analogue à y- De la première 
on tire !/ == m*" r "ïnn ; P or t° ns ^ ans k seconde : 
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*'+!/' + »' + — %■« r'+m = ° 

<>'<>" J = 2r (m ,-„rf ["('• + »■' + =-•) + !■] 

do même » = 8f(m ,*_, N [» ("" + S 1 + 1 + "] 

Remarquons que si l'on a m v — n;jL=^, les équations (y') se confondent 
avec les équations (y), ce qui montre qu'un cercle C se correspond à lui-même. 
Écrivons les équations (y') sous la forme 

( x=m'{x , + y* + z')+ y.' , 

et désignons s- par K, mv — nj* par (->, »tV — n'j*.' par w' ; 

on a les relations 

u' w ,K ,K,K ,K 

ou encore, w = — ,m', « = -,11', ij. = -,}a', v— -,v'. 

D'où l'on voit que les cercles y et y' sont conjugués, c'est-à-dire que, si l'on 
cherche le» lieu des pôles des sphères S qui passent par y' on trouve y. 

Remarquons encore que les plans des cercles y et y' sont parallèles, de même 
que, dans le déplacement d'un système invariable, les projections de deux 
droites conjuguées sur un plan perpendiculaire à l'axe central sont parallèles. 

L'analogie se poursuit dans les propriétés suivantes. 

Tout cercle y, qui rencontre deux cercles conjugues y et y', est un cercle C. 
Soient, ea effet, les équations 

ix=m(x» + ? + *)+?. /* = »»'(**+ y' + î*) + y.' 

W f y =*«<*■ + ,< -f s» ) + v W ( y = »'<*» -J-^ + j») + V 

t x = mi (x* + i/ 1 + î» ) + p, 

On en tire irt {a: 2 -f y» + s 1 ) -f ^ = m, (-c* + y 1 + s* ) -f p., 

» (* ! + y'- + 3' ) + v = n t {x* + >/ + «M + », 
d'o* i^+f + f) («i — m) = p. — m 

(** + !/* + =■) <".-«> = v-v, 
OU w, v + mv 1 =>B 1 + *jt 1 + {mv— n^ + ^v, — B| jt, ) 
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/ — nu et t>>i = mi, >, — n, [j-, , on a la relation 

' + m \= t t' n , + n', H + »'+-*, 
{v Km Ka Kii , K« , 

m.v+mv, = p.», +n|x, + K + ^ 

(P), on a « + <o,= K + ^ 

OU (», — K) («— K) = o; 
a «,= K, et le cercle y, est un cercle C. 

:o»frff toi cerc/e y, rencontre aussi son conjugué y'. 

f=m,(a: a + j/ ï + ï , )-J-i I , 

m, v, — n,fi, =s u, = K 
/ = n,( i c'+ ?/ * + ï 1 ) + v, 



rele 



■='»{^+y ï + = , ) + !^ 

, = «(jC + s « + ï-) + ,, 

ty + v.m^n^'+a.n' + K + M', 

|ue le cercle C rencontre le cercle y'. 
•ux cercles y" cl y, et proposons-nous de trouver le lieu 
ncontrent à la fois y" et y. Chacun de ces cercles C 
y' conjugué de y ; il suffira donc d'exprimer que le 
trois cercles y, y', y" 

f. ,,[ * = «'(■<■* + !/■+=') -HV U = m»{x* + ,,*■+?)+?." 

v '■'); / = H'(.r i + ?/ s + i î ) + -'' l > 'j./^./V + y'+^ + v" 

+ // s + 3*, l*"s équations des cercles prennent la forme 
-, et comme Ton sait que la surface engendrée par une 
re trois autres est une quadrique, le lieu cherché aura 



f-ÎByZ -f 2 B'Za: + 2 BV1/-I- 2 Ca: + 2 C'y + 2C"Z + D=o, 

2 [Vr + B?/ + C") (*■ + ;/= + :*) + 2B"xy + 2Cr + 2C';/ + D=o. 
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Nous obtenons ainsi une cyclide bicircuiaire du quatrième ordre, ayant le 
plan i/Ox comme plan de symétrie. 

Celte cyclide passe aussi par le cercle conjugé de y", puisqu'elle est 
engendrée par un cercle C qui rencontre y" ; on peut donc dire que deux 
couples de cercles conjugués appartiennent à une même cyclide bicircuiaire 
ayant le plan //0«r comme plan de symétrie. 



Correspondance entre un plan et son foyer. 



1 . — Soit («, t>, r) le foyer du plan =t x -|~ fiy -f- yz — o — o ; en identifiant 
■etle équation avec (V* — br) (x — a) -(- (Â6-(-or) [y — b) -\- >«=», on obtient 



— \{a' + b-- + r*) T}.(a* +& + <?) S — /.(a'+fc'-J-e") ' 

C'est une correspondance quadratique, que nous allons étudier. 

Soit /"(«, fi, y, S) = o l'équation tangentielle homogène de la surface enve- 
loppée par le plan ; on obtient la surface décrite par le foyer du plan, en 
substituant dans /", aux coordonnées a, p, y, 3, les expressions Vt — br, ar — M, 
~)j\X{<f-\-b t -\-v i ). On aperçoit d'abord ici une analogie avec la manière dont on 
passe a l'équation ponctuelle d'une surface anallagmalique, de l'équation 
tangentielle de la déférente, et particulièrement dans le cas d'une anallagmatie 
singulière, où la sphère directrice a un rayon nul. 

Soit, en effet, à trouver l'enveloppe d'une sphère passant par l'origine, et 
dont le centre décrit la surface dont l'équation tangentielle est /"(a, [î, y, 8) = o ; 
la question revient à trouver la podaire du lieu du centre de la sphère, par 
rapport a l'origine, car cette podaire est homolhélique de l'enveloppe cherchée, 

le rapport d'homothétie étant -$-. 

Soient donc — = y = — les équations de la perpendiculaire menée do l'ori- 
gine au plan */■+ $y-\-yz — Z=o 

Ona^ = -£ = -i= * , + y' + J = * + ? + 5 ' 

3 ? y * x + pv + ï= * 

Il suffi! donc de remplacer %, p, y, 3 par x, y, z, •'" ! + y t + -*, dans l'équation 
tangentielle de la surface pour avoir l'équation ponctuelle de la podaire. On 
aura enfin l'enveloppe de la sphère en substituant dans celte équation ponc- 
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, -g ; ce qui revient à reinplucor dans l'équation tangen- 

tivement par .r, y, ;, ! l -. 

le rapprocher ce résultat de celle considération que l'on 
rs des plans qui enveloppent la surface /"(a, JS, y, 3} = o, 
lilution que nous venons d'indiquer dans l'équation 

nlerprétor celle équation Langentielle. 
:ela que l'homographie qui fait correspondre le centre 
>, et le foyer de cette sphère, est définie par les relations 
• — rx, 2Ç=.A2 ; d'où il résulte entre les coordonnées de 
homographiques, les relations : 



x+r{i, Y ': 



à la figure i?onl les coordonnées ponctuelles sont ;,-/,, Ç ; 

dont les coordonnées ponctuelles sont x, y, z. 

'équation /' (/.*— rp, ra + )£, 7v, 28)= o est la Irans- 

(»', p',y', 3') = a, c'est doue l'équation tangenlH'lle de la 

^ntre de la sphère * quand le foyer de cette sphère décrit 

ml le foyer est le point (g, è, c). 

surface f (Xr — ry, rx ~\- \y, Xs, x s + y* + **) = *> «** *« 

foyers des plans qui enveloppent la surface /"(a, {î,y, S)=o, 

« * tfon* /«s foyer* décrivent cette même surface. 

rce résultat en montrant que lorsque le foyer d'un plan 

î /wint o</ /e /»/«« toucMe son enveloppe est le foyer de la 

e foyer dit pian, et towclie la surface H e« re ^oi«/. 

lu plan qui a pour foyer le point {a, b, c) peut s'écrire : 

ry)a + {rx— >#)è— Xjc=o, 

crivaot la surface H, soient «+rf«, è + db> r-\-dr, les 

ut infiniment voisin de rt, i, r, sur cette surface. Le 

m touche son enveloppe s'obtient en joignant à Téqua- 

ion : 

i + cdc) — (ix + rtj) da + (rx — \y) db — t.zdc = s ; 

quelle r peut être considéré comme variable indépen- 
dante à deux équations, 
rons la sphère * relative au point {.r, y, s), l'équation 

' + C 1 ) — ().» + n,)« + (rar — *y)i - Âsc=o 
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exprime que le point a, &, r est sur cette sphère, et l'équation 

2). (ada + b db + cdc) — Ç>.x -j- ry) da + (rx — 1 y) db — X; de = o, 

jointe ù la première, exprime que tout point infiniment voisin de (a, £, c) sur la 
surface H, est aussi sur cette sphère, qui se trouve ainsi tangente à la surface A 
au point («, b, c). 

La géométrie donne à son tour une explication très simple. 

Coupons la surface H par une sphère * ; les plans dont les foyers sont sur la 
courhe d'intersection, passent tous par le foyer de la sphère, et forment un 
cône circonscrit à l'enveloppe du plan. Si la courbe d'intersection se réduit à 
un point, le cône se réduit a un plan qui louche l'enveloppe au foyer de la sphère. 

2. — Nous allons étudier avec quelque détail le cas où le lieu des foyers est 
un plan. 

Soit le plan A^ ■ + By + Cj — D = o : faisons dans cette équation la 
substitution : 

• — >»(*» + !•?) ).Sgft-r») Syq' + r' ) 

" — ■(**+?* + y 1 ) + * J Y ,, *> , + P* + Ï , ) + 'V V(*+p + ■?)+.*-? 

AiSpL. + ^ + BXÎOP — r«) + e5 Y (V + i*)-D[> , (* , + F + Y , ) + ' J Y 1 ] = û, 

équation tangentiefte «l'un paraboknde r c&r elle est satisfaite par*— p=7/=-o. 
En mettant l'équation sous la forme 

on voit qu'elle est satisfaite pour & = o,\*{v?-\-p i + y 1 ) + } a y'=o ; et ce sont 
les équations du cône eirconscrit ayant pour sommet l'origine. EÏIe est aussi 
satisfaite par 

AMl«+r?)+Bl(ip-i-«) + C T (l« + i*) = «, et !*<«»+ p + f) + *-f = . 

La première équation est celle d'un point à l'ishni, la seconde, d'une courbe 
à l'infini, et l'ensemble est le cône ayant pour sommet le point, et circonscrit 
suivant la courbe. Comme le point est dans le plan de la courbe, ce cô«e se 
compose des deux droites qui sont les génératrices du paraboloïde dans le 
plan de l'infini. Il est aisé de voir qu'elles sont imaginaires, et le paraboloïde 
est elliptique. 

On arrive a la même conclusion en observant que le heu des centres des 
sphères * tangentes au plan est un paraboloïde de révolution qui a pour foyer 
l'origine, et le plan pour plan directeur. Le paraboloïde dont nous avi»s 
trouvé l'équation se déduit du paraboloïde de révolution par l'homographie qui 
fait correspondre le foyer de la sphère * à son centre. 

Le cône isotrope qui a pour sommet l'origine est circonscrit à tous les para- 
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boloïdes de ["évolution relatifs à lous les plans du système ; ce qui explique 
pourquoi tous les paraboloïdes enveloppes des plans focaux des points d'un 
plan quelconque sont inscrits au cône V(a î -|-{i , -f-y ! )-|-;* i v* = o qui est le trans- 
formé homographique du cône isotrope. . . 

3. — 11 est intéressant d'étudier la manière dont se correspondent un 
point M d'un plan donné II, et le point M ' où le plan qui a le point M pour foyer 
touche le paraboloïde II' qu'il enveloppe. Ce point M' est d'ailleurs le foyer de 
la sphère * tangente en M au plan n. 

Si les points M sont sur un cercle du pian II, les points correspondants M' 
sont sur une section plane du paraboloïde n' ; cette section plane est la courbe 
de contact du cône circonscrit au paraboloïde, qui a pour sommet le foyer de 
la sphère * passant par le cercle. Le rayon du cercle devenant nul, on voit 
que les droites isotropes du plan et les génératrices du paraboloïde se corres- 
pondent. Quant aux droites réelles du plan, nous verrons qu'elles correspondent 
aux paraboles du paraboloïde. 

Si l'on considère la sphère * tangente au plan en son foyer, la vitesse de ce 
point étant normale au plan, est aussi normale à la sphère, et, par conséquent, 
est aussi son foyer. Les génératrices du paraboloïde en ce point se confondent 
avec les droites isotropes du plan, et ce point est ainsi un ombilic du parabo- 
loïde. Il en résulte que les plans focaux d'un même cercle du plan n, étant les 
plans tangents d'un cône circonscrit, leurs traces sur le plan II- enveloppent une 
conique ayant un foyer au foyer du plan. C'est ce dont on peut se rendre 
compte directement, car, si un plan a pour foyer un point M du plan P, sa 
trace sur ce plan est perpendiculaire à la projection de la vitesse de M, et, par 
conséquent, fait un angle constant avec la droite qui joint le point M au foyer 
du plan. Si donc le point M décrit un cercle, la trace du plan focal enveloppe 
une conique dont un foyer est le foyer du plan, l'autre foyer étant le centre du 
cercle; si le point M décrit une droite, la trace du plan focal enveloppe une 
parabole. 

La correspondance entre les figures du plan et du paraboloïde apparaît 
plus nettement quand on s'attache à celle qui existe entre le plan et le para- 
boloïde de révolution n„ lieu des sphères * tangentes au plan ; il n'y a plus 
ensuite qu'à passer du paraboloïde n, au paraboloïde n' par l'homographie si 
simple qui relie le centre de la sphère à son foyer. Or il est évident que tout 
point du plan est la projection orthogonale du centre de la sphère qui louche 
le plan en ce point. Cette projection orthogonale pouvant èlre considérée 
comme une projection centrale dont le point de vue serait à l'infini sur le 
paraboloïde de révolution n, ; comme d'ailleurs ce point à l'infini est un 
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ombilic, et que le plan n est parallèle au plan tangent a cet ombilic, cette 
projection présente des caractères très analogues à ceux de la projection 
stéréographique de la sphère. Ainsi les sections planes non parallèles à 
l'axe se projettent suivant des cercles, et le centre de chaque cercle est la 
projection du sommet du cône circonscrit suivant la section. Une conséquence 
de cette dernière propriété est que deux sections conjuguées du paraboloïde 
II, se projettent sur le plan U suivant deux cercles orthogonaux ; et, comme 
H' et II, sont homographiques, on voit que deux cercles orthogonaux du plan 
correspondent a deux sections conjuguées du paraboloïde n'. 

Nous avons là, en somme, une représentation bien connue d'une quadrique 
sur un plan. Remarquons, en terminant, qu'une quarlique bicirculaire du 
plan correspond à l'intersection du paraboloïde H' par un cône, ou plus 
plus généralement, par une surface du second ordre. 

En substituant au plan n une sphère, on est conduit à des résultats 
analogues. Les plans focaux de tous les points de la sphère enveloppent une 
quadrique homographique d'une quadrique de révolution ayant pour foyers 
l'origine, et le centre de la sphère. Un point de la sphère, et le point ou son 
plan focal louche son enveloppe, se correspondent homographiquement. 



Correspondance entre un point et un plan conjugués. 

( . — J'appelle ainsi un point et un plan tels que la vitesse du point soil la 
caractéristique du plan. 
La tangente ù la trajectoire du point («, h, <■) a pour équations 



— br + 'm ar + lb \c ' 

_ br + 'j.a , br ar + M ar 

ou (1) x= 5^- 3 +- ; y=— — : — T . 

De même la caractéristique du plan w+ity + T- — & = o a pour équations : 
ï.r+ jî^ + yj — & = o; x l x+p\t/ + '{ t s — \ = o; et en remplaçant»,. pi,yj, Z\ par 
leurs valeurs tirées des développements des coordonnées d'un plan, on a 

[ « + ^/ + y:-5=o 

l t** -r r ?)x+ (« + XP) t/ + l-r- ~ ** = «■ 
La dernière équation s'écrit 5. (m-)- p.*/ + ys — S) — r 'pT-±r*y — >.8 = o, 
ou encore rpr — ray-f î.5 = o. 
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ants qui expriment 
éciproquement. 



'+6M 
■+»■) 



e c et 4- dépendent 
fr, c) décrit un plan 
e l'axe O2 ; mais on 
titrent deux droites 
i qui passent par ua 

-y, -g-1 une corres- 

:juement. 

■es du pôle du plan 

. donc il considérer 
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inversion suivie d'une rotation. Comme on a de plus, c -$-= — ^ — ; on voit 
aisément comment on peut passer géométriquement d'un point à l'autre. Il 
devient ainsi évident que nous avons là une transformation involutive, qui 
peut se présenter sons une forme plus condensée. 
Posons, en effet : 



(7) 



br — \a = 



t » ~T~ 

X'+V 



Les relations (4) deviennent 



-Y_ l(V + r*j X'+V' 



Àq ' + r'j x'-r 

"2Î r' X' Y' 



S = £ 



ou encore XX' = YY' = ZZ' = 



Les relations (7) rapportent les points ( -4-, ?-, -4- ), («, A, c) à deux nou- 
veaux tétraèdre^ de référence. Remarquons que le plan jO;/ n'est pas changé, 
ni Taxe Os. Pour trouver, dans le plan *rOy les nouveaux axes auxquels est 

rapporté le point (~j-, -jp -j-\ remarquons que l'on a 

JJ- + ,-§^X;^-i4=ï; 

les deux nouveaux axes sont, donc 

ij — ix = o pour X = o, et y -f-ir = o pour Y = o. 
De même on a 

X' = 6r-Âa + i( B r + >.4) = (r--V) (* + **) 

Y' = 6r — "v-a — » (ar+ À b) = ( r +■ -}-} (b — ai) 

ce qui donne y + i.r = o pour X' =o, et y — \x — o pour Y' = o. 

La transformation qui fait correspondre le point (a, à, e) au point 
(-j-, -jp -£-), change en général une droite en une cubique circonscrite au 
tétraèdre de référence, et une surface d'ordre n eu une surface d'ordre 3n, 
admettant les sommets de ce tétraèdre pour points multiples d'ordre 2», et 
ses arêtes pour génératrices d'ordre n. 
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i le point 1-ï-, -C-, -4-J décrit un plan, ce qui revient à dire 
•Py+ys — ï = o passe par un point fixe, le point (a, h, c) 
ce du 3 me ordre à 4 points doubles, ayant 9 génératrices 
les 6 arêtes du tétraèdre de référence, et 3 droites s 'appuyant 
nr 2 arêtes opposées du tétraèdre, et contenues dans le même 
i développer son équation. 
) le point fixe par lequel passe le plan ; on a 
— 3 = o ; ou, en vertu des relations (4) 



Xx„ (lx — nj) y.,j-(rj 



i-l = 



)_{!■ + !■)*<*! + ;/') + /■: |p..r +r ;/e )*-(™- n -'..</o) ?/)=<< 

ïment sur cette équation que l'axe O;, la droite de l'infini 
les droites y = ± m* de ce plan, appartiennent à la surface, 
de l'infini la coupe suivant 3 droiles : {.r* -\- y'}z= o. Restent 

ne seule est réelle, c'est celle qui s'appuie sur Or et sur la 

lu plan j$)y ; elle a pour équations 



e la surface par des plans passant par cette droite se compo- 
rte et d'une conique ; ces coniques se projettent sur le plan 
cercles concentriques, ayant pour équation 

rV +y») +*(**• +r./ ) x — -k[rx — \ij a ) y = K, 

lètre variable avec le plan de section. 

que si le point W , j, 4-J décrit une droite, le point (n, b, c) 
îe gauche circonscrite au triangle de-référence ; ce qui revient 
onsidère tous les plans passant par une même droite, les points 

sont les caractéristiques de ces plans sont sur une cubique 
ar l'origine 0, par le point à l'infini sur 0;. et par les points 
n*-rOy Nous avons rencontré cette propriété dans l'étude 
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Complexe des vitesses. 



Pour que la droite dont les équations sont 

x = m! + [i 

y = «-- + * 

soit tangente a la trajectoire d'un point in, h, r) du système, il faut que l'on 
ait les relations 

a = mc-\-y. — br -j- ut _ ar + U _ m 
& = ne + v ™ ~~ » ~ ' 

lin éliminant a, b, c entre ces quatre équations, on a la relation 
(1) X(m;ji-f ru)~r (fflv — n*) qui est l'équation d'un complexe du second ordre. 

Nous allons exprimer l'équation de ce complexe au moyen des coordonnées 
plitcké riennes. 

Soient *, £, y, L, M, N les coordonnées d'une droite du système ; elle appar- 
tient au complexe si elle rencontre sa position infiniment voisine dont les 
coordonnées sont oc,, fi,, y,, L,, M„ N,. 

Or on o obtenu les développements de ces coordonnées suivant les puissances 
croissantes de /. Substituons-les dans l'expression 

*L i +|ÏM 1 + ïN, + a,L + iJ 1 M + T ,N; 
on trouve 

*L 1 +BM 1 + Y N,=+(L?-H»)rt-[(Lp-H a i)(r'+41fj+^MY-N?)-f-N T ^J ï ^+.. 

«.L+^M+v.N^f— L?-t-M*)rf + [(— LÊ+M^+^N^-Mvi + N'yi-* +âir(M* -Lfs)] r^+ ■ 

D'OÙ *L.-|-pll 1 + YN 1 + » I L+fl 1 M + ï 1 N=[2Âr(^-Mx) + ÏN ï H] 1 -^+... 

La droite engendrera un élément de surface développablc si le premier 
membre est un infiniment petit du 3 e ordre, c'esl-n-dire si l'on a 

ML?-Ma) + N---r=o (2) 
Il est facile de vérifier que les équations (\) et (2) sont identiques. 
L'équation du cône du complexe, dont le sommet est le point (x y 3 o ), 
s'obtient par les substitutions : 

i = x -x„ ? = ;/ - ;/„, y=z — (,, L=y z, — zy , M = ;j7 ri - xz„. 
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On obtient ainsi 

(3) (</=o -î;/,) (y-!/.)- (**— *ïo)i* -*•) + {(* y»— y *«.)(!— *,)*= o. 

Ce cône passe par l'origine ; si on transporte son sommet en ce point, son 
équation devient 

A Zo 'X ! + V') - II' P- V' + rX °) — XZ l >:C » — T 'J-) = ° 

11 contient l'axe 0;, et passe par les points cycliques du plan x Oy. Le cône 
(3) contient donc les 4 sommets du tétraèdre double, comme U a été démontré 
dans l'étude géométrique du complexe. 

Pour trouver sur ce cône les points qui ont pour vitesses les génératrices, il 
suffit d'écrire 



d'où: 

(4) r(as» + y*) — x(«r. - \y t ) — y('^ t + ry,) = o 

Le cône (3, et le cylindre (4) ayant une génératrice commune, x=x„y=y„ 
leur intersection est une cubique gauche ; on voit aisément qu'elle passe par , 
les sommets du tétraèdre double. 

Pour avoir l'équation tangen Licite de la conique du complexe située dans le plan 

u x + v y + w.y — i = o, 
nous ferons dans l'équation (2) les substitutions 

I = IJW ) - wv t , $ = wu, — aiu., y = ne, — ru., L = m — u t , M = c — 1>„ N = w — «■.. 
U vient alors 

(5)(u— Uo}(tt>«o — «».)— (« — V e )[VtO a — «*>„) + T («) — H'.)(lHJ — uw a ) = o. 

C'esî une parabole, puisqu'elle est satisfaite pour u = *>=«■ = o. Si l'on y 
remplace w par ™, on a : 

(u — «,) («'u„ < — uw„) — (u — u.) ;«w. — K-o /) + £ (tri — w„) ( un, — '»«,) = o; 

et cette équation étant satisfaite pour u = v = t = o, la conique est tangente au 

plan .r Oy. 

Pour avoir la projection de la parabole sur ce plan, il suffit d'annuler w dans 
l'équation (5). 

On obtient alors, «■ + o J — « («o — j » ) — « (v + y »„) = o. 
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C'est l'équation tangentielle d'une parabole qui a son foyer a l'origine. 
Comme cette équation est indépendante de w„ on voit que le lieu des paraboles 
du complexe, dont le plan passe par une mOme droite du plan x O//, est un 
cylindre. Cette droite est d'ailleurs tangente à la parabole, car l'équation de 
celle-ci est satisfaite pour u= w.el v=t\,. 

De mCme que nous avons trouvé dans le cône du complexe le lieu des points 
dont les génératrices représentaient les vitesses, nous allons chercher la déve- 
loppable formée par les plans dont les caractéristiques sont les tangentes de la 
conique du complexe. 

La caractéristique du plan ttx -\- vy -\- tvs — t = o, s'obtient en adjoignant 
à celte équation l'équation suivante: (Àw — rv) x-\-(ru -\-'*v) y -\-*wz — *£Xt=o 
ou encore ;• [vx — uy) -\~~>4 ==o. 

La caractéristique sera dans le plan u B x -\- i\t/ -\- u\3 — /„=o, si l'on peut 
avec celle équation identifier celle-ci : z{tt~\-çri')-\-y {v-pru) -J- wz- t (1 -fy)=o. 

On a alors les relations 

•i-4-pro o — pri* w (1 — >f ) i 

ou, en faisant t = t„ = 1 

u + pro __ n — pru w __ 1 — Âp 



— l + ff^-rr-l 

Ce sont les équations d'une développable de la 3 e classe et du 4 e ordre. On 
vérifie qu'elle est de la 3 e classe en substituant les expressions de u, v, w, dans 
l'équation ux -\-vy„-\- »'z a — \ =o; on obtient une équation du 3 e degré en p, 
qui donne 3 plans tangents passant par le point [x t , y„, z„) . 

2. — Nous avons vu que le lieu des points dont les vitesses sont concou- 
rantes est une cubique gauche ; à cette question se rattache celle de savoir 
quelles sont les courbes telles que les vitesses de leurs points forment une sur- 
face développable. 

Soient M, M' deux points infiniment voisins de la courbe; il suffira d'écrire 
que les vitesses v, v' de ces points, et la droite MM ' sont parallèles à nn même 
plan ; on a ainsi 

K (— br + \a) + B (or + U) + CU *s o. 

A[— {b + db)r + \-{a + da)] +B[(a + da)r + \{b + db)] + C\(c + dc) =o. 

Xda + Bdb + Cdc=o. 
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B, C, on trouve la relation 

c(do 1 + rf6') + dc[r(bda — abd)— l(ada + bdb)]=o. 

i que sur toute surface c = <? (a,è), il y a deux familles de 

que les vitesses des points M et M' étant dans un même plan, ta 
a caractéristique de ce plan, et, par conséquent, elle est une 
lexe. Ainsi, les courbes satisfaisant à l'équation différentielle 
e toutes leurs tangentes appartiennent au complexe des vitesses, 
er à l'équation différentielle en partant de cette propriété, 
te à la courbe ayant pour équations 



nnées de celte droite sont : 

i = da, '? = db, y = de ; 
L = edb — bdc, M = adc — cda, N = 6da — adb. 

is dans l'équation du complexe des vitesses 

itenons l'équation différentielle (6). 

;oordonnées (», b, c), aux coordonnées demi-polaires ?, w, e, 

■dations 

; da* + d6* = p*</<u* + rfp 1 ; ada + bdb = pdç, 
bda — adb = — pM». 

(6) devient 

(7) ÀefpMu 1 + df) — de [rpV*i + *prfp]=o. 

■face sur laquelle est tracée la courbe est de révolution, on a 
■' (?) rfj>, et l'équation devient 

) j/f (p) fpW + df) — </ (?) [rffai} + VV] = "■ 

e équation </w en fonclion de ? et de <h, et on est ainsi ramené 

mt du 2° degré relativement à -£, il y a, comme nous l'avons 
>s de courbes. Ces deux familles se confondent si le discrimi- 
>n est nul, c'est-à-dire si l'on a : 
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d'où ^i==i^^±i^=-^( lTv AT|) 

Mais, on a -f = Ig V ; donc tlM = _ 2 colg- V (l =p 5^) 

Bn séparant les deux racines, on a : 

V 
i v icolg'Vsin'-^ v 

I» -*»lg'V( 1 -j^ r ) = — siT _«=^; 

•n a ijv/i I * \ — icOtg'VcOS'T COB V V 

2 

d'où £î!id = (— cotg*-J. 
?(p) . ^ 2 

De la 1 M racine on tire log ? (?) =*(l — tgy) %? + logk. A étant une 
constante ; d'où : f (p) = Ap — * f. 

De la 2 e racine on tire de même : » (p) = Ap — ~k ; ce qui donne deux 
familles de surface. 

L'équation de la courbe méridienne dans le plan sOx est j=A^, K dési- 
gnant I — tg* g ou 1 — cotg 1 j. En particulier pour la valeur simple V— 60°, 
on a I — [g* -3 = -? ; 1 — cotg*a — — i, et les courbes méridiennes deviennent 
x'=\ ê a?, et j^*=A. La première de ces courbes est la parabole semi- 
cubique. 

Le discriminant de l'équation (8) étant nul, les deux racines de cette 

équation sont égales, et l'on a j-=âp4 P 4; comme l'on a d'ailleurs 

ÙÉÏ = * fl vient 4^ = ^ " 
ï(p) p' <*p 2/ - p 

n K r _ cos V sin V _ V 

Ur 8X~ ë^T* 2cobV g 2' 

t 

ou pour la 2 e valeur de K, 

Kv_ cosV sinV _ V 

n~ "" sio'V *2cosV— C(Hg r 
S 
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On a donc rf«=lg^.^, d'oùp=l>"- cot *ï 

et dv=— cotgl^, d'on P =0~ Mt Sï 

obtient ainsi, en projection sur le plan xOy, deux familles de spirales 
thmiques orthogonales entre elles. 

— Il est un autre cas où l'intégration se ramène aisément aux quadra- 
; c'est celui où la surface e= » (a, b\ est un conoïde. On a alors r~<p («), 
[uation différentielle (7) devient 

M M ( P a di/ + d?) - i («) ( .-f du 4- Î-P rfp) d" =o. 
ou (9) p' [>f (») - r ?' (*>) | d*' - >??' i«) du dp + i ? H dp' = o. 

en tire aisément -^ en fonction de w et de rfw, et on est ainsi ramené à 
p 

uadralure. 

quation étant du second degré relativement à-^, il y a deux familles de 
es, qui se confondent, si le discriminant est nul, c'est-à-dire si l'on a 
ïy>)-4ï( w )[i ? (»)-iyH] = (>; 



d'où m^T^±.^+^ 



^ ±ii '==-V r (!-\/'+?)--?0-i^)=»Kî-i) 

lignon* par K l'une quelconque des constantes îtgfj — •%} et 

»%(ï-ï). °° "7$= K ' ll ' où ? H=C" K "- 

quation dn conoïde est donc s— O 

discriminant de l'équation (9) étant nul, les racines de cette équation 



îles, et on a 



= CeT' , \ On voit que dans ce cas on obtient encore, en projection sur le 
rOy, des spirales logarithmiques. 

— Envisageons enfin le cas où la surface a une équation de la forme 
aie c = ?(p,w); l'équation différentielle de la courbe devient 
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* ? (P. w ) (f d» : + <*P'> - (|J rf p .+ |j, 4") (>-p*.rf w +\ f d t ) = o 

ou, (10)p'd^.[l T (p'«)-'-|£]-p('-pU+i|j)rf«.dp + i[ T ( P ' W )-p^]^= H . 

Déterminons la fonction « par la condition Xtp (p, w) = r Jl ; n y satisfait en 

posant * fp,w) = }ip) e p ' sf{f) étant une fonction arbitraire de p. 
L'équation (10) devient alors 

»('f^+ l ïî)*"' ,-l [' h '" )-r lf]^ ,= * 

Elle est satisfaite par dp =-o, ou p = const. 

Donc, sur la surface z = ty (p) « r Ma première famille de courbes est donnée 
par l'intersection de la surface avec un cylindre ayant Oa pour axe. L'autre 
famille de courbes répond a l'équation différentielle 

P [f^foe" 5 " + 7 +(pj«'"jrf« -1 [^f)» 7 *' -P'}'(P^ 7W J *P = « 

j„_ ;-M'W.P> — pX f pJJ d,, 
WWW + ''-'-'f(9)] 9 

On est ainsi ramené a une quadrature. Dans le cas particulier où 
4 (p) — p^' (p) = o, c'est-à-dire •} (p) = Cp, l'équation de la surface est .s = 

\ 
Cpe r ' et l'équation différentielle donne </w = o, ou w — const. La seconde 
famille de courbes se compose alors des inlerseclioas de la surface. par Jes plans 
passant par l'axe Qz. 



Complexe des droites qui .engendrent des surfaces réglées 
de même paramètre. 

1. — Soient a, p, y, L, M, N les coordonnées d'une droite, et *,, ^j^LuM,,^, 
les coordonnées de cette même droite au moment infiniment voisin 1. La 
distance <l <le ces deux droites a pour expression * 

d= « L, + p M, + T N t + x, L + p,M + y, X 

L'angle » île ces droites a pour sinus 
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vWF + r* vV+V + y." 
On a donc 

d _ (.L, + ?M, + yM, +«,L + p,M+y,B) y/.'+p' + i» VV+ ?,' + T . ' 
siit? 2 (?ï. — ïPtj" 

Or, en remplaçant «„ |J„ y,, L„ M„ N, par leurs développements, on a trouvé : 

»L, + 6M, + v N, + .,L+p,M+ T ,N= [Àr(l,p-M..) + NY> J ] f+... 
On a d'ailleurs : 

Pr, — T B,=»r»Y'+— .T", — *r. = — rfï' +-. "Pt— K = '("'+ fl< +..., 

d'où ï(fr.-ïf,) , =>*<" , + n(»'+ p- + fli-+... 

Donc j - V^+FT? VV+h' + Y.' ir»'W-M.) + Nrr-]l-+...i 
sinip r"(a'+ ?■)(•"+ p , + v")l , +... 

Passant & la limite pour l=^o, le premier membre devient le paramètre de 
distribution t. de la surface réglée engendrée par la droite, et la relation 
précédente devient » 

(1) = = b^lM+J!ïl', „„ M L?-M.) + !>>=«■(.■+ ?) 

C'est l'équation d'un complexe du second ordre, celui des droites du système 
qui engendrent des surfaces réglées de paramètre t.. 

Si nous transportons l'origine des coordonnées en un point 0' de l'axe oz, 
tel que 00'= h, les nouvelles coordonnées du point («, è, c) sont «, b, c-h. 
Quant aux coordonnées de droite, », fl, ■<•, N ne changent pas, mais les deux 
autres coordonnées deviennent : 

L' = — fijÊ — *y=L — Ap; M' = b-; — (c — A)« = M + A*. 

"Substituons, dans l'équation du complexe, à L et M leurs valeurs L'-f-Aji 
et M' — h*\ il vient 

*,■<*» + ft = Jl(l/p + A P'~ N'* + A*') + Nvr 
OU (**+£*) (itr — XA)=1(L'? — M'«) + Nvr 

Si l'on a = i:.y, l'équation devient 

A(L'p-M'«) + N v i- = 0. 

Elle esl identique à celle du complexe des vitesses, et nous retrouvons ainsi 
le résultat indiqué précédemment pnr la géométrie. 
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Point central. 



2. — Les équations de la droite étant mises sous la forme 
x — a y — b i — c 

la valeur de p qui répond à la position du point central est donnée par la 
relation 

6' c' 
ptA' + B' + C 1 )^ 

dans laquelle on a 

et, suivant les développements, 

ainsi que 






br + \a, b'=ar + \b, c'=a< 



Il en résulte A=— r. T , B=-rp ï ,C=i-(*'+p') 
et V + B" + C=r*(* , + p , J(«'+p , + Y'j; 
«' 6' c' — 6r + la or + î.6 î.c 

« ? Y 
ABC 
— ir+AO ar + 1.6 Xc 

? ï ='-(« , + ^ + T , )[ï.(a?-6a)-r(fl« + ip)] 

o « »'+?+?■ 

La relation qui donne -. devient donc 

Les coordonnées du point central sont donc 

(■-■ + n?TTîf <"-^-"- +t N]= B ^^r !! 

f ;=c+ ^- ? ,. ) p w -^-,(» +tW ] = ^'^H>-^rA + "'"~* ir ' - 
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>re, 

_ (jg 4- >j) N m _ flfr — w ) N . _ rLp - ,M* - XN Y 
*~ FI^+T'7' "- r(*'+.p«)' r(]( . + pp 

arquons que x et y ne dépendent que de a, fi, et >', c'est-à-dire de lit 
ion de la droite sur le plan xOy, On voit par lu que les points centraux 
faces réglées, engendrées par toutes les droites situées dans un m^inv 
irallèle a 0: sont situés sur une même droite parallèle à 07,. Cette droite 
e plan xQy en un point m déterminé par la propriété suivante, 
leux premières équations (2) on tire 

y f>« + rH=*(i?-i-^, dou £ = £+g 



i Ont fait avec la projection de la droite un angle dont la tangente est-*— 
! propriété montre bien que le point central est le point de la droite qui. 
déplacement pour lequel elle fait partie du complet' des vitesses, décrit 
jectoire tangente à cette droite. 

jus considérons de nouveau les droites conlenites dans un même plan 
le à Oz, celles qui engendrent des surfaces réglées de Jncme paramètre 

t par un même point, dont la distance au plan jOi/ esl - y. et dont la 
ion / sur ce plan est telle que 0/ esl perpendiculaire à la droite 0/n dont 
,-ons parlé plus haut. 
>eut voir enfin que toutes les droites situées dans tin plan parallèle 

et à une distance de xOy égale à^y, engendrent des surfaces réglées 
imètre n. Si, en effet, daus l'équation du complexe 

posons -1 = 0, c='~, il vient : L = -y £, M = — — », 

«■<-" + rn=>(x^-*-? a 0' 

11 identiquement vériliée. 
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Eléments du second ordre. — Centre et Ellipsoïde des 
Accélérations. Cubique des inflexions. 



I. : — En égalant à zéro les coefficients Je t' dans les développements des 
coordonnées d'un point, on a 3 équations du 1 er degré qui déterminent le point 
du système- dont l'accélération est nulle : 

f V — fc' + aV— fl(r» — V) — 2V*r=o 

< r*+ ar'— cp' + bV — (r* — V)b 4-aiar=i» ■ 

Le déterminant des inconnues est 

+ i«_ r * _(,.' + 2 ir ) „ 
■f2/.r V + >.«_r» _p 

o ■/''.. X ' + 

OU (V + 1") j (V + V - r 1 )' + (r' + 2 ï.r) 1 + p" [ - p" r*. 

Ce déterminant n'est pas nul en général, et il y a, à distance finie, un point 
unique dont l'accélération est'nnlle ; c'est le centre des accélérations. 

Le lieu des points dont l'accélération a une valeur donnée A est l'elliptolde 
W'-br'+aV~a(r*-V l -2\br] , + [v''+ar'-cp'+by:-b(i^\*)+%Ur]'+(w"+bp^ 

Cet ellipsoïde reste homothétique et concentrique a lui-même quand on fait 
varier la valeur A de l'accélération. 

De l'homographie qui lie les coordonnées d'un point aux composantes du 
vecteur qui représente Son accélération, on déduit un certain nombre de pro- 
priétés-, parmi lesquelles nous énoncerons les suivantes. 

Le Heu des points dont les accélérations font un angle constant avec use 
direction fixe est un cône du second ordre qui a son sommet au centre des 
accélérations ; par suite, le lieu des points d'un plan dont les accélérations 
font un angle donné avec une droite donnée, est une conique. 

Les accélérations des différents- points d'une section plane d'un ellipsoïde des 
accélérations, sont égales et font des angle* égaux avec une droite fixe. Les 
accélérations, des extrémités de trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde des 
accélérations sont perpendiculaires deux.à deux. ■ . ; 

2. — Si en un point (a, à, r) la vitesse et l'accélération ont même direction, 
la trajectoire présente une inflexion en ce point. i 
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ce cas : 

a(r*— V)— 8Mr i/'+ar'-cp'+ftV— b(r* — \ i )+ïlar _ w"+bp'-\-c\'+c\ i 
• + \a ~~ ar + lb le 

s équations de la cubique d'inflexion ; cette cubique passe par 

>ar le centre des accélérations. 

ut avec le 3 me rapport, le premier, puis le second, on obtient les 

[ues réglées 

-bc(\'r — f\ — V r) — r 1 '/.ac — \p'ab — \w"a + no"b + \u"c=o 

+ <:*) + \r*bc + ac(Vr — )•'/. — V r) + rp'ab + rw"a + 't.io"b — \v"c=0. 



i est la cubique des inflexions. 

e rendre compte que cette cubique est tangente à l'origine aux 
[ des centres instantanés dans le système et dans l'espace, 
i tangente à ces dernières courbes a pour équations 
).ti"-t-ro" . Au" — ru" , w" 



tangente à l'origine aux surfaces fi) et (2) ont pour équations 

w"(—\a + rb) +lu"c = o, et w"(ar + U) — Wc = o. 
satisfaites si on y substitue à a, b et c, leurs valeurs tirées des 



Plans oscillateurs. — Plans surosculateurs 

:>us désignons para', a" .... ; b', b".... ; c', c".... ; les coefficients 
ns les développements des coordonnées d'un point qui, à l'époque 
r coordonnées o, b, c, pour que le plan «^+Py + Y« — S = o ait 
u second ordre avec la trajectoire du point (a, b, c), on doit avoir 

w + pt+YB— 8 = 

aa'+ pb' +yc' = 
xa"+ £b" + yc" = 

culateur aura donc pour équation 

—a y — b z— 
a' b' c' 
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4'ette équation est du 3 e degré eu tt, b et r ; donc le Heu des points dont les 
plans osculateitrs des trajectoires /tassent pur un jwint donné est une surface 
du S"" ordre. 

Nous niions chercher l'enveloppe des plans oscillateurs des trajectoires des 
points d'une droite D. 

Soient (n„ />„ Ci), («„ b t , cj, deux points de celte droite, et p un paramètre 
variable ; un point quelconque de D a pour coordonnées 

g! + l«, b, + *ii Ci + lc« 
i + 1 ' 1+1 ' i+1 ' 

OU mi, + noj, mb, + nb„ me, + ne 1 , 

avec la relation m + n = 1 . 

L'équation du plan osculateur s'écrit alors 

ma, + na t mb, + nb, me, + ne., 
ma\ + na' t mb\ + nb' t me', + nc\ 



ma', + na' t m6'i + nb\ me", + n 
ira", + na" t mb", + nb" t >»c'\ + »ti 

En la développant on obtient 



. mb", + nb'\ me", + tic"- 



1 




* y 


■ 




r" 


a', 4', c', 
a", 6", t", 






a, 4, c, 




+ 


o'i, »'i e"i 






a" 


*". e". 







«i 


», c, 








a, 4, 


e. 




«s 6j 


Ci 




<H 


4, c, 




a', b\ c\ 


+ m'») 


<"'i »'i o'i 


+ 


a'i 4'i c', 


+ 


n'i *'i e"i 




a", 4", c", 




«". 6", c". 




a", 4", c", 




a" 4 A", c"i 




f 


a, i, c, 




ai 4, c, 




a. A, c, 


j 


a, As c, 


j 


"', 4', c', 


+ 


a', S', e', 


+ 


a', fr*i c', 


! + n> 


a', *', «'■ 


( 


""■ «"■ 


c", 




a", 


A", c", 




«", 


4". c", 


] 






o". »". 


»". 



L'enveloppe cherchée est donc, en général, une développable de la 3 me classe. 
Ecrivons-la sous la forme abrégée : 



.' A + » 



t + m«* C + m' D = 



(1) m'P + m»Q+ii*R+» 
où H, Q, K sont des fonctions linéaires dex, y, z, et A, B, C, D son t des conslantes. 

Si on transporte ce plan à l'origine, on a 
m* P + m/i Q + n'- R = o, (où l'on suppose que les constantes de P, Q, R oui disparu) 

et ce plan enveloppe un cône du 2 e1 degré. 
Quand l'un des points («„ è„ r,) de la droite D se trouve sur la cubique des 
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inflexions, on a^J- = ^ = ^-; P et A sont alors identiquement nuls, et l'é- 
quation du plan devient 

12) rnO + » R + m 1 B 4- ff« G + n'D = o ; 
on encore 

m + (1 - m) H 4- m* B + «i'l-MtC + (l — m)' D = o. 
Son enveloppe a pour équation 

(Q — R + C — 2D}-*— i(B4-)> — CXR + D) = o; 

c'est un cylindre parabolique. 

Enfin, si un second point [a t , 6 t , <\\ de la droite D est sur la cubique d'in- . 
flexion, K et D sont aussi identiquement nuls, et l'équation (i) devieot 

i'I les plans osculateurs des trajectoires de tous les points de la droite sont 
parallèles entre eux. 

La géométrie explique aisément ces résultats. Les vitesses des divers points 
d'une droite forment un paraboloïde ; les accélérations en forment un autre, 
et les plans oscillateurs, se trouvant ainsi tangents à la fois a ces deux 
paraboloïdes qui ont une génératrice commune D, enveloppent une développa- 
ble de la 3 e classe. Quand la droite D rencontre la cubique des inflexions en 
un point, les deux paraboloïdes ont une autre génératrice commune, qui est 
la droite qui porte la vitesse et l'accélération de ce point ; la développable 
circonscrite est alors un cône du i p ordre, et, comme le plan de l'infini appar- 
tient à la développable, c'est un cylindre parabolique. Enfin, si la droite D 
rencontre la cubique en deux points, les paraboloïdes ont quatre génératrices 
communes, dont l'une est située dans le plan de l'infini ; c'est par cette 
dernière droite que passent les plans oscillateurs, 

2. — En substituant dans l'équation 

les développements de x, y, z, on voit que ce plan aura un contact du 3 e ordre 
avec la trajectoire du point (a, b, c) si l'on a les relations 

ta" -f $b" + fC"=o 
xa '" + pb '" 4- v c '" — e \ 
ce qui conduit à ta relation dé condition 
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On voit ainsi que le lieu des points dont /es trajectoires uni quatre points 
infiniment raisins dans un infime plan, est une surface du 3" ordre, oui contient 
ht cubique des inflexions. 

Le contact sera du 4 e ordre si l'on a aussi la relation w/ lw -+- $b n -f- yc" = o, 
et le point (a. b, rj sera aussi sur la surface du 3 e ' ordre 



Ce point appartient donc à l'intersection des deux surfaces; mais la réci- 
proque n'est pas exacte, car on voil aisément que les points de lu cubique (1, 2] 
j- b =t S = -î î , qui appartient aux deux surfaces, ne jouissent pas de la propriété 
en question. 

Enfin, le conlact sera du cinquième ordre si on a aussi «//* -j- r fifi* -\- yi* = n, 
et le point appartient encore à la surface du 3" ie ordre 



Ainsi, tout point dont le trajectoire a un contact du 3""" ordre avec son plan 
oscillateur, appartient aux surfaces [l'\, (2j et [3l. Mais, dans les 27 points 
communs a ces trois surfaces, il faut en rejeter un certain nombre. 

La cubique (i, 2) rencontre, en effet, la surface (31 en 9 points qui ne 
conviennent pas à la question, comme on l'a vu. 

De même. les surfaces i2) et i3) ont en commun la cubique 

2. 3) «» — «Y = ffl \ et nous devons rejeter les points d'intersection de 
cette cubique avec, la surface il). Il semble donc que des 27 points on doive 
en écarter dix-huit. 

Mais remarquons que le point qui satisfait aux équations//'" = //" = r"' = «, 
et qui est commun aux trois surhees, a été compté deux fois ; une fois comme 
intersection de la cubique (1, 2) avec la surface (3i, une autre fois, comme 
intersection de la cubique (2, 3) avec la surface il). 

// reste donc, en réalité, du: pointe* comme nous l'avons vu dans l'étude 
géométrique. 
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inveloppe des plans surosculateurs des Irajec- 
ace (1), remarquons que l'on a 

£6 + T c — 8 = 
&>' +-;c' =o 

^ft'+YC' =0 

iernières équations à «', à', c', a", b" ... leurs 
r ; et ordonnant par rapport à ces lettres. 



B'* + rv — 4' = o 
B'6 + l'V — 4'=o 
B"6+ r*'c — l"=o 

fonctions linéaires et homogènes de ».. fi. y. 
r équation tangentielle 



re dans le déplacement d'un plan. 

lonnées d'un plan à l'époque / = o, et a', [i , 
ents de t. /*,... dans les développements des 
s de /. Le point (>, y, s) dont la trajectoire à 
i (a, fJ, y, 3] |iour plan osculateiir satisfait aux 

+ h + yi - « = o 

f + F» + r'- - s' = » 
i + PV + /s- s* = o 
tenir au plan (A, B. I\ i), on a. en plus. la 

B./ + 1-; — i = o. 
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L'élimination de x, y, s, conduit à l'équation 



Si dans cette équation », fï, y, S, sont donnés, el A, B, r, A variables nous 
avons l'équation tangentielle du point (x, y, z) dont la trajectoire a, dans le 
mouvement indirect, pour plan osculateur {*, {S, y, 5). Si au contraire A, B, r, a 
sont fixes, et *, fï, y. 3 variables, l'équation (2) représente l'enveloppe des plans 
osculateurs aux trajectoires, dans le mouvement indirect des points du 
système qui sont situés dans ie plan (A, B. r, A). On voit que celte enveloppe 
est de la troisième classe. 

Proposons-nous de trouver le lieu des points tels que les plans osculateurs de 
leurs trajectoires, dans le mouvemenf inverse, passent par une même droite D. 

Soient («,, fï,, y,, 2,ï, (a,, p,, y„ 2,), deux plans passant par celle droite ; on 
aura, pour les coordonnées d'un plan quelconque n passant parla droite. 



*■ +p^ 



3 + pS, 
i + P ' 



i posant 



, d'où m + n = l. 



i + P 
ti*„ m% + n%, my. + ny, 
1 __!_ 

i + p< ""I + P 

Substituant ces coordonnées à », fï, y, S dans l'équation (2), on obtient 
l'équation tangentielle du point qui a n pour plan osculateur, dans le mouve- 
ment inverse. 

En développant ce déterminant, on a 



b r a 



a it r 

«, ?, v. 

»'. <?\ i, 

*', F. •/. 



a K r a 



5, 



»'. P^. '. 



*\ p'. y'. 8', 



Hotte équation s'écrit d'une manière abrégée 

(3)' Pm' + Qm'M + RniH' + SH, 
P, (J, R, S, étanl des fondions linéaires de A, B, I', 
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Si l'on cherche les points satisfaisant à l'équation (3)' qui sont situés dans 
un plan (Aot B , !"„, i ) il faut substiluer à A, B, ï\ A, dans cette équation, les 
coordonnées de ce plan, et à n, sa valeur t — m. On obtient iùnsi une équation 
du troisième degré en m ; il y a donc, eu général, trois points dans un plan 
quelconque, et le lieu cherché est une cubique gauche. 

Quand la droite D est dans le plan double -rOy. on a -,-= |r- = \ l — 4'-. el 
l'équation (3)' devient 

et le lieu se réduit à une conique : R' — iSQ = «. 

Il existe en général trois plans tels que l'on ait -^- — f, — -;, —-%•-'■• quand 
le plan »,, jî,. y,, 3, est un de ces plans, on obtient la conique précédente. Si 
le plan Oj, jî 4 , y„ <> t satisfait aussi à la même condition, c'est-à-dire si la droite It 
est une des Iroîs droites d'intersection de ces trois plans, la relation '3i' 
devient Qm -\~\\n — o, et le lieu devient une droite. 

Proposons-nous d'obtenir les équations ponctuelles de la cubique repré- 
sentée par l'équation (3j '. 'A cet effet, substituons dans les équations (1i ;ï 
"'> P'i ï'i 3', «", $", f", 5", leurs expressions en fonction de %. ,5. v, ï, et 
ordonnons par rap|K»rt à ces lettres : 

(kx + >■<,) *+{\,,-rx)ï + ij T — «U = o 

où, sous une forme abrégée, 

1,1) t . ^ . 

X'*+Y'<i4-Z'-,—2(2>. !, + '■,'* = « 

Soient (jr„ y„ z,), (x, t y., j,i deux points de la droite I). ou a aussi : 

w. + ?ï. + Y». — * = o 

(51 x A f ^, + YS.-« = « 

»* + ?!/ +V= -*=*=« 

Il faut éliminera, p, v, o entre les équations il) et (5i. 
Éliminons d'abord S; on a 

{x — r,)* + [y -</,) |»-f (s-:,) ï = « 
(■r.— r,) » + (!/.-!/,) ? f (i- s.)r— « 

ix'-«* 1 )» + (v-iv ïl )? + (z , -«i3 l )v-" 

[x'-a(2V- r .v)x 1 ]x+[Y»-a<ii' + V)i /l ;p + : .z'-2(îÀ"+ >•'):.;■;=• 
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L'élimination de x, fi, V donne les deux équation* : 

X"— 2(2>. , +î/)a: l Y*-S{ïa*+ \')>j , Z'-2(2V+V 

= o X'— Six, V — SÀy, Z' — 2Vi, 

X, — X, IU — II, z a — s, 



x - x t ;/—;/, 2- 
X'— 2)j-, Y'— 2).;/, Z'- 



*■ — «i '.h — 'J, =» — * 

Ce son! les équations de deux hyperboloïdes qui ont en commun la 
génératrice 

X' — g'/.j , _ Y' — 2\y, _ Z' — 2=, 

*.— j-, — y»— y. — «.— ii ' 
et se coupent, par conséquent, suivant une cubique gauche. 

±. — Nous venons d'étudier, au point de vue des éléments du second ordre, 
les "propriétés relatives au déplacement d'un plan, en envisageant particu- 
lièrement le point par lequel il passe, dans trois positions consécutives, ou qui 
dans le mouvement indirect, a pour plan osculateur le plan considéré. Il est 
intéressant de rechercher les plans pour lesquels ces points sont à l'infini, ou, 
ce qui revient au même, les plans qui engendrent, au troisième ordre près, un 
élément de surface cylindrique. 

Dans ce cas, les trois plans 

tu + ê* + *;* — 6 =" 
{i) «'* + Ê'y + ï-— *=»« 

transportés à l'origine, passent par une même droite, et l'on a 



' par leurs 



Kn développant ce déterminant, et remplaçant «', p', ■; 
expressions en fonction de «, fi, y, on trouve l'équation 

(5) p r p(«!+ F +Y 1 ) + '**(**+ Ê')^' 
qui est d'un cône du troisième ordre. Il est a remarquer que cette expression 
est indépendante de ).. Ainsi les plans en question sont parallèles aux plans 
tangents au cône (5). 
Si l'on a, de plus, 
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c'est-à-dire 



( 6) 5=- 



rfr (**' + £»'+:;„■•) 



les plans (1) passent par la même droite. 

H en résulte que tout plan appartenant à la développante définie par les 
équations (5) et (6), passe, à trois instants consécutifs, par la même droite. 

On a vu que les plans tangents à celte développable sont parallèles au cône 
du troisième degré (5). Pour achever de la représenter, cherchons sa podaire 
relative à l'origine. 

La perpendiculaire menée de l'origine au plan w + Pg + X* — S = o, a pour 
équations -= 4 = - ; Substituons x, g, z, à x, £, y dans l'équation (5), et nous 
avons le cône du troisième ordre 

(5)' fy (x* + !/' + = ! J + r* * (** + V ') = o, 
qui contient la podaire. 

D'autre part, on a *- = |=^ *'+_ y *+* = ** + K + i ' ; 



d'Où '= 3X3T? .> 



= »g 



~ *■ + »■■+ s" r ^-FïM-*'' * , + </ 1 + ï i 
Substituons dans (6), il vient 
(*■ + ?/* + «i))p-r S < — yi[r* Q? +->.')-~>.r-]+p'-tey +\i*xi\=ryz(u'x + v'y + «.•':). 
A insi la podaire est l'intersection d'un cône du troisième degré avec une surface 
du quatrième degré. 

Éléments du second ordre dans le déplacement d'une droite. 

i. — Soient L, M, N, *, Jï,-j-,les coordonnées d'une droite; les conditions pour 
que cette droite passe, à trois instants consécutifs infiniment voisins, par le 
même point [a, b, c), sont exprimées par les relations 

L=cp — 6y L' = cp — bf L' = ep* — */ 

(i) M = nv — « M'=ay' — C*' M'=ay"— c«* 

;": Cejs; relation s ne sont pas toutes distinctes, en vertu de certaines identités 
auxquelles satisfont les coordonnées d'une droite et les coefficients de leurs 
développements. 
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Écrivons : U = L + Ut -f- V -^--f 

M,= M+ M'( + H'y+ 

N,= N + N'f + K'^+ 

«. = « + «H *'£+ 

?, = p + f*+ ^4+ 

ïi = v + t l + r-f+— • 

La relation L, a, -(- M, p, + N, y, = o doit être satisfaite à toute époque t ; si 
donc nous y remplaçons les coordonnées par leurs développements, nous 
aurons tes identités en question en égalant séparément à zéro les coefficients 
des puissances de t. On obtient ainsi : 

(3) 2 (L'«' + M'8' + N'y') + La* + M p' + N T " + L'a + M"? + N'y = o. 

En vertu de l'identité (2), on obtient une identité en ajoutant les deux 
premiers groupes des équations (1), après avoir multiplié respectivement ces 
équations par *', |3',y', a, fj, y. On obtient aussi une identité, en vertu de 
l'identité (3), en ajoutant ensemble les neuf équations (1) après avoir multiplié 
respectivement celles du premier groupe par a", fi", y", celles du second par 
2a', 2p', 2y', et celles du troisième par a, p, y. 

Ces neuf équations se ramènent donc à sept équations distinctes. 

Si entre ces sept équations homogènes el linéaires relativement aux coor- 
données de la droite, on élimine ces coordonnées, on obtient deux équations 
qui définissent le lieu de (a, ù, c). Or on peut voir aisément que ce lieu est la 
cubique des inflexions dans le mouvement inverse. En effet, si, dans le mouve- 
ment direct, la droite D passe, à 3 moments consécutifs par le point (a, ù, c), 
dans le mouvement indirect, ce point restera, à ces 3 moments, sur la droite D, 
et il appartient ainsi à la cubique des inflexions relative à ce mouvement. 

La 3 me équation du premier groupe peut être remplacée par la relation 

qui exprime que L, M, N, a, p, y sont des coordonnées de droites. Si donc, 
entre les six équations qui restent on élimine a, b, c, on obtient trois équations 
entre les six coordonnées de droites. Ces équations peuvent s'écrire 

N a 



(4) 
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Chacune de ces équations représente un complexe du 3 me ordre ; el le lieu 
de la droite est la surface commune à ces trois complexes. 

2. — Nous allons traiter la question corrélative, c'est-à-dire chercher les 
droites qui, dans trois positions consécutives infiniment voisines, sont situées 
dans un même plan. 

Soit Aj: -j- By -f" rr + ' — °i l'équation de ce plan. Les coordonnées de la 
droite devront satisfaire aux équations : 

x = BN — Mr ï'=By- MT a' = BiV— MT 

(3) fs=U,— r^A g' = FL'— S'A f,' = VL'— N'A 

y = AM— LB y' = AM'— L ' B y"=AM'— L'B 

On voit, comme dans la question précédente, que, en vertu des identités (2) 
et (3), les équations (5) se réduisent à sept équations dislincles. 

Si, entre ces sept équations linéaires el homogènes relativement aux coor- 
données de la droite, on élimine ces coordonnées, on obtient les deux équations 
en A, B, r, qui définissent la développable, lieu du plan. On voit aisément que 
cette développable est aussi le lieu des plans qui, dans le mouvement inverse, 
passent, à trois instants consécutifs, par la même droite. 

Maïs si dans ces mêmes équations on élimine les coordonnées du plan, on 
obtient, entre les coordonnées de la droite, trois équations qui définissent la 
surface, lieu géométrique de ta droite. 
Ces équations sont 

P h N 
p' L' N' 
p' V ,V 

Remarquons que tout plan perpendiculaire à la droite reste perpendiculaire 
au plan qui contient la droite dans ses trois positions successives, et engendre 
par conséquent dans son déplacement un élément de cylindre. Par suite, les 
coordonnées », fi, y satisfont à la relation trouvée précédemment 

p'M*'+r + ?> + '*•:(**+?) = °i 

et les génératrices de la surface (6) sont parallèles aux génératrices du cône 
du troisième ordre 

p'y(x' + y' + 2') + r*ï (x» + y*)=o. 

3. — Toutes les droites du système qui sont parallèles aux génératrices de 
ce cône restent, à 3 instants consécutifs, parallèles à un même plan, ou encore 
rencontrent la droite à l'infini de ce plan. Nous allons rechercher l'ensemble 
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des droites h qui rencontrent une môme droite donnée A a trois instants 
consécutifs. 

Soient L, M, N, », p.y, les coordonnées de la droite mobile D, et P,Q,R, p, p,v 
celles de la droite fixe A. 
On doit avoir 

P* + Q? + Ry + pL+l*M + vN = o 
{'<) P*' + QP' + HT' + pL'+ [ LM' + v?i'=<i 

Ces trois équations, linéaires par rapport aux coordonnées de la droite D, 
définissent une quadrique qui est le lien de celte droite. 

Le mouvement indirect permet bien de se rendre compte de ce résultat. 

Remarquons, en elfet, que si, à trois instants consécutifs, la droite D ren- 
contre la droite A, inversement, dans le mouvement indirect. la droite A 
rencontre la droite D dans ses trois positions successives A, À„ A^. Le lieu de la 
droite D est donc VhyperbohUde défini par ces trais droites. 

Si A est une droite qui, dans le mouvement indirect, reste parallèle à un 
môme plan, dans trois positions infiniment voisines, le lieu de D est un 
paraboloïde. 

Remarquons enfin que les équations (7), quand P, Q, R, p, j*, v, ne sont pas 
des coordonnées de droites, c'est-à-dire ne satisfont pas à- la condition 
Pp + Qp + R"' — o, expriment que la droite D appartient, à trois instants 
consécutifs, à un même complexe linéaire donné. 

On voit aisément, soit par le calcul, soit par la considération du mouvement 
indirect, qu'il y a deit-r droites D, réel/ex on imaginaires, qui dans quatre pnsiiUms 
successives infiniment voisines rencontrent une droite donnée A. On voit môme 
que, D étant une de ces deux droites, il existe une autre droite A' que D ren- 
contre dans ses quatre positions successives. 

4. — Si D doit rencontrer A dans une cinquième position infiniment voisine, 
D ne peut plus être arbitraire ; on doit. avoir 

«P + £Q + vit + P L + i*M + vN = o 

«'P + Ê'Q + r'R + pL' -f P-M' +vN' = o 

(H) *'P + g'Q + T "R + f L' + jiM' + vN' = o 

x m p+rQ+V"R + pL"'+ (tir +*>»'=<> 

■"P+^»Q4- ï "R-f.pL" r + i*M™- r -vN"=(i 

Les équations (8) jointes à la relation ?P-|- \>-Q -\- vR = o, sont surabon- 
dantes pour déterminer les coordonnées de A ; mais il n'en sera pas de même 
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si les coordonnées de D sont telles que l'une des équations (8) se déduise 
identiquement des quatre autres, seules distinctes. 
On doit avoir, pour cela, les relations : 



? r y 






? y >' 



Les équations (9) définissent la congruence à laquelle appartient la droite D ; 
le mouvement inverse montre que A appartient à une congruence du même 
ordre. 

Enfin, pour que la droite D rencontre une même droite dans six positions 
successives infiniment voisines, il faut joindre aux équations (8) l'équation 

(8)' B vp + p V Q + rR+pL v + [lM , +vN v =0 . 

ce qui amène à joindre aux équations (9) les équations 



(10) 



y 



? y 



Ainsi, il y a un nombre fini de droites D qui dans six positions successives 
infiniment voisines s'appuient sur une même droite. 

Enfin, si dans les équations (8) P, Q, R, p, [*., v ne sont pas assujettis à 
représenter les coordonnées d'une droite, mais seulement les paramètres d'un 
complexe, ces paramètres sont déterminés parles équations (8). Si on leur 
adjoint l'équation (8)', on a, en éliminant P, Q, R, p, [*, v entre ces six équations, 
la condition pour que la droite D fasse partie, dans six positions successives 
infiniment voisines, d'un même complexe linéaire. Le résultant est le détermi- 
nant de L, M, N, a, £j, v et de leurs cinq premières dérivées, et représente un 
complexe du sixième ordre. 

Par une marche analogue à celle de la question qui précède, on arriverait 
aisément à écrire les équations de la congruence, de la surface, ou du groupe 
des droites qui dans sept, huit, neuf positions successives infiniipent voisines, 
font partie du même complexe linéaire. 
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Axes de courbure. — Sphères oftralatrices. — Sphères 
surosculatrîces. 



i . — L'axe de courbure de la trajectoire d'un point (x, y, z) du système est 
l'intersection des deux plans 

(X — x)dx + {Y — y)dy + (Z — z)dz = o 
{X—x)d*x4-Çi — y)d t y + (Z — z)d t z = dx*+dif-\-dz' 

A l'époque t=^o. ces équations deviennent 

a'X + fc'Y + c'Z = aa' + bb' + ce' 

a*X + b'Y + c'Z = aa' + bb' + ce' + a" + A*M- c*. 

Les coefficients des premiers membres sont des fondions linéaires de a, à, c ; 
les identités qui ont été trouvées au début, et qui lient les coefficients des déve- 
loppements des coordonnées d'un point, montrent que les seconds membres 
sont des fonctions linéaires de o, A, c et de «* -|- A* + c*- 

On trouve, en développant, 

X(-*r + Vc)+Y( fl r + 16) + Z.fc=M«"M-fe') 

X[u'-br'+a\'-a(r'-\*)— %UT\+Y[v'+ar , ~cp'+bV-b{r t -X t )+^\ar}+Z(w'+bp'+c'/.'+c'k t )= 

=|';3>. ,, +V)(a , + 6 , ^-c , )+au'+6» , +cw• 

La forme de ces équations montre que le lieu des points tels que les axes de 
courbure de leurs trajectoires passent par un point donné, est un cercle. 
L'axe de courbure est complètement indéterminé si l'on a 

u'~bï+ay—a{i*—r)îUr _ v'+ar , — cp , +bV—b(r*—\*)+ÎUr _ w'+bp , + cV + cX' 
— br-\-'».a ar + \b \ c 

_(W+y)(a*+b* + c*)+au'+b ' + ao' 
Ha> + *' + c ') 

Multiplions les deu* termes de la première fraction par «, ceux de la 
seconde par b, ceux de la troisième par c, et ajoutons termes & termes ; puis 
retranchant des termes de la quatrième, il vient 

équation d'un cône imaginaire qui coupe la cubique d'inflexion en des points 
où l'axe de courbure est indéterminé. Remarquons que ce cône est aussi le lieu 
des points imaginaires dont la vitesse est nulle. 
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2. — Proposons-nous maintenant de trouver le lieu des axes de courbure des 
trajectoires de tous les points d'une droite. 

Soit la droite — — = —ç— = —r— =a- On aura le lieu cherché en rempla- 
çant a, è, c par a -j- «p, h -\~ [ïp, c -f- va dans les équations de l'axe de courbure, 
puis en éliminant p. On obtient ainsi, 

X l—àr + Xa) -f Y (ar+ \b) + l. Xc—\ (a'-fô' + c 1 ) 

+ P r (^-pr}X + (ra-hip)Y + l Y Z-2Â(w+*? + e Y )]-V=«' 

xr»» — it' + aV — fl(r«— V) — SlérJ + YV + or' — ep' + iV — * (r" — 1") + 1 1»] 

+ 2 («t* + V -f ci' -f- c). 1 } — (il* -f V) (a"+ 6* -f c') — au* -f bv' + cuf) 

+ P JX[-?i' + «3i'-.(i'-X«)-»lW+T[«'- T ^- r .pX'— fr(*»— V) + ti«r] 

+ z[y + v('.'+/.^-(2v+>/)( aa + fi?+c T )-(ct«*+v+v«'')î-(n i +v)p-= ( ,i 
Ces deux équations sont de la forme 

A + B P -V=«; A'-fB' P -<2V + >-V=°; 
A, B, A', B', étant des fonctions du premier degré en X, Y, Z. 



A' + B' P - (2 >.' + >.<) 5^=0, 

OU P 1 B' -(21* + V) BJ +1 A'- (IV +V) A = o ; 

d'où p=r i, ~ /aiVi -^ n - Portant maintenant cette valeur de p dans la pre- 
mière équation, il vient 

A(2À* + /.')-/.A' , [A(2)-' + r)-lA7 
A -r° ).B'-(21* + V)b [1B'— (ÎV+I'JB, 1 
ouA [1B'-(2V-|-V)BJ* + B[A(Bl , +V)— U'i[).B'-(4V-|-V)B]— ^A(2V+).')— U'>=o 

C'est «ne surface du troisième degré. 

3, — Soit un point du système dont les coordonnées sont, à l'époque /, j-, 
y, s ; les coordonnées X, Y, Z du centre de la sphère osculatrice à la trajectoire 
de ce point sont données par les équations 

(X-x) (tï + (Y-y) dij +(■£ — =) rfs=o 

(X — »)*■* + (Y — y)rf'y + (Z— s)d , s = ax*+d;/ I + aV 

(X — x) d 3 x + (Y — y) d'y + {Z — *)d**=3{dxd*x+ d>j d*<j + dzd'i) 

Remplaçons .r, y, s et leurs différentielles par leurs développements suivant 
les puissances de /, les équations précédentes deviennent, à l'époque / = o : 
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f a'X -fi'Y +c'Z=aa' + bb' -fcc' 
(1) j a , X + b'Y + e'Z=aa l +bf>' +ct' + a"+ 6"+c" 

En vertu d'identités précédemment obtenues, les second membres se montrent 
des fonctions linéaires de a, A, r. et de a*-f- If -{-c 1 . On trouve ainsi : 



(2) 



a'X +ft'Y + c'Z = 

I a'X+b'Y + c'Z = 
I fl*'X + i"Y + c"Z: 



= ™"-|-ôu"'-f c<r*' + 3(a'H'+//u' + e'«>') 
l + (**" + 6 '->.' + À') («' + /,' + c") 

Commes',*'/,!/", b" ,c",a'", b"\c'" sont des fonctions linéaires de a, b, c, 
les équations (2) montrent que les points (a, b, c) tels que les sphères oscula- 
trices de leurs trajectoires aient pour centre un point donné (X, Y, Z) ou encore, 
qui restent à trois instants consécutifs à la même distance d'un point (X, Y,Z), 
sont les points communs à trois sphères, et sont, par conséquent, au nombre 
de deux. 

Si le point a, b, c se trouve sur la surface du 3 e ordre 



(3) 



le centre de la sphère osculatrice est rejeté à l'infini ; mais on voit que celte 
surface a déjà été trouvée comme le lieu des points dont les trajectoires sont 
surosculatrices à un plan. 

D'après cela, il existe en général, sur une droite trois points dont les tra- 
jectoires sont telles que le centre de leur sphère osculatrice est rejeté à l'infini, 

Par suite, si on considère le lieu des centres des sphères osculat rires relatives à 
tous les points d'une droite, on vo\\.quece lieu est une courbe qui remontre le plan 
de l'infini en 3 jioints ; c'est donc une cubique (fauche, située sur la surface du 
troisième ordre, lieu des axes de courbure des trajectoires des points de 
cette droite. 

Remarquons que si à l'équation (3), on adjoint l'équation 



(4) 



<f, d', d"' représentant les seconds membres des équations (2), les trois plans 
représentés par ces équations (2) passent par une même droite, et le point 
(a, b, c) reste, dans quatre positions successives, sur le même cercle. 
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L'équation (4) représente une surface du quatrième ordre, et l'intersection 
des deux surfaces (3) et (4) est une courbe du douzième ordre ; mais cette in- 
* ,: -~ -- décompose en une courbe du neuvième ordre, et la cubique 

ont les points ne jouissent pas, en général, de la propriété 

[revenant au lieu des centres des sphères osculatrices aux tra- 
ivers points d'une droite, si cette droite rencontre en un point 
euvième ordre qui vient de se présenter, l'axe de courbure de la 
:e point fait partie du lieu, qui se compose aiors de cette droite 
ue; si la droite rencontre la courbe en deux points, le lieu se 
ux axes de courbure, et d'une droite. 

ijectoire du point (a, b._ c) est surosculatrice à une sphère de 
>) si l'on peut satisfaire aux trois relations 

- c'Z =aa' -\-bb' -{-ce' 

- c'Z = aa' + bb' + ce" + a" + />" + c'* 

- c'"Z=aa'" + bb'" + cc'" + 3(a'a' + b'b' +c'c'). 

- c" Z = aa" + bb" + ce» + 4 (aV" + b'b"' + c'e"') + 3{a" + /<" -f c"). 

■ar d', d'\ d"', d" les seconds membres qui, en vertu d'identités 
sont dés fonctions linéaires de a, b, c, «' + b 1 -J- rr ; les équations 

/ n'X + 6'Y + c'Z=<f 
\ a'X + A'Y + c'Z =d' 
j a'"X + b'"Y+c""£=d'" 
( a"X + é'*Y+c»Z = </.* 
s équations soient compatibles on doit avoir 
d 1 

a" h' c' 

(6) 



on représente une surface du cinquième ordre, 
fff, b, c) dont la trajectoire est surosculatrice à un cercle appar- 
urface, car pour un tel point les trois premières équations (5) se 
îux, les quatre équations (5) sont donc compatibles, et la rela- 
isfaite. 

b, c) restera sur une même sphère dans six positions consécu- 
it voisines si l'on a, en même temps que l'équation (6) la relation 
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1 ' a" b>" &- d" ' 

a* b" c d" 

surface également du ciuquième ordre. 

L intersection des surfaces (6) et (7) est une courbe du vingt-cinquième 
ordre. Kemnrquons cependant que la courbe 



qui appartient aux deux surfaces se compose d'une courbe du neuvième 
degrt' 1 , C„ et d'une cubique : 



Soient A'. A", A'", A™ , A* les positions que prend successivement le point A. 
Les équations (8) expriment que A' A" A'" A™ sont sur un même cercle C ; 
l'équation (6) exprime que le point A et le cercle C sont sur une même sphère ; 
l'équation (7) exprime que le cercle C et le point A v sont sur une même sphère, 
différente en général de la précédente ; et l'on voit ainsi que l'intersection des 
surface (6) et (7) se décompose en une courbe du 16 e ordre, et une courbe du . 
neuvième ordre qui ne participe pas à la propriété en question. 



Enfin, on exprime que les points A", A'", A™, 
sphère en écrivant : 



A\ A"' sont sur une même 



Les points communs aux surfaces (6), (7) et (9) sont au nombre de 125 ; 
mais il faut en écarter un certain nombre. 

Les points de la courbe C, ne répondent pas à la question ; or cette courbe 
donne avec la surface (9) 45 points d'intersection qu'il faut rejeter. De même 
les surfaces (8) et (9) comprennent dans leur intersection une courbe G, du 
neuvième degré qui rencontre la surface (7) en 45 points qu'il faut rejeter aussi. 
Il semble donc qu'il reste 35 points convenant à la question. Mais il faut remar- 
quer que les courbes C[ et C, ont sept points communs 

En effet, les équations de la courbe C, sont 
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Les équations(8)et(10)sontsalisfaitesàlafois parles coordonnées des points 
déterminées par les relations 

Ces points ont donc été enlevés deux fois; il est facile de les compter. Us 
sont, en effet, communs aux trois surfaces : 



b'" cl» — c'" b" = 

d'" c" — c'" d" = o 

Or'ees trois surfaces ont une génératrice- commune ; c'" = o, c" = o, qui 
ne convient pas. 

Les deux première surfaces sont deux quadriques qui ont en commun, outre 
cette génératrice, une cubique gauche, rencontrant la génératrice en deux points. 

Cette cubique rencontre la troisième surface, qui est du troisième ordre, en 
neuf points ; mais deux de ces neuf points sont sur la génératrice commune. 
11 en reste donc sept qu'il faut restituer ; et le nombre des points dont les Ira- 
jectoires ont un contact du sixième ordre avec une sphère, est de 35 + 7 =42. 

Ainsi. H y a à chaque instant, quarante-deux points du système gui ont un 
contact du sixième ordre avec une sphère. 



Détermination analytique du pôle double et de l'axe instantané, 
connaissant les tangentes aux trajectoires des trois points du 
Système. 



Je me propose de résoudre par l'analyse ce problème dont j'ai donné plus 
haut plusieurs solutions géométriques. 

1. — Soient fa, 6, c) ,• (d , b', c') ; (a", b", c'}, les trois points donnés du 
système, a, p, y ; a', fï', Y ; a", p", y" ; les angles des vitesses de ces points 
avec les axes de coordonnées, qui sont trois axes rectangulaires quelconques ; 
enfin p, p', p" représentent ces trois vitesses. On a les équations 

p cos a = u' + c<} — br + \a 

,1) \ pcosp=-=i.' + ar-cp+U 
p cos v — w' -f- bp — aq -\- ï.c 
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!p ' cob «' = u' ~f- e'ç — b'r -f- lo 
f'oos?' = D' + a'r — c'p + U' 
p' cos y' = «/ + b'p — a'q -\- \c' 
I p' cos a" = u' -+■ c'j — 6'r -j- '•«* 
(III) î P "c05?*=u' + oV — c'p + U* 
( p' cos v* = w' + *"j> — o'î + >*" 
Nous avons ainsi neuf équations homogènes a dix inconnues : p, p', p" ; 
«\ v' t w' ; p, q, r, X. Elles permettent en général de déterminer les rapporte 
de neuf inconnues à la dixième, X par exemple. 

Par chacun des trois points (a, b, c), (a 1 , b', c'), (a" t b" ', c"), menons un plan 
normal à la trajectoire correspondante, et admettons que ces trois plans se 
coupent en un point unique 1 à distance finie. Si nous prenons ce point pour 
origine des coordonnées, la droite qui joint l'origine à l'un quelconque des 
trois points donnés est normale à la trajectoire correspondante, et l'on aies 
relations 

a cos s + b cos ? + c cos y = o 

(1) o' cos a' + 6'cosp" + c'cosy' = o 

a* cos a* + b' cos p" + c'cos -f=o 

Ceci posé, ajoutons les équations du groupe (I), après les avoir multipliées 
respectivement par a, à, c ; opérons de même sur les groupes (11) et (111), en les 
multipliant para', b\ c' ; a", b", c" ; il vient, en vertu des relations (1) : 

I o=au' + bv , + cw'+\(a*+b*+?) 

(IV) J o=a'u' + b'v'+c'w'-\ f r(a' s +b'*+c ,i ) 

Si le déterminant 



n'est pas nul, c'est-à-dire si les trois points donnés ne sont pas dans un môme 
plan avec l'origine, les équations (IV) donnent des valeurs finies et déterminées 

u' v' w' 

p° ur T'r'T- 

Interprétons géométriquement les équations (IV). Elles montrent que les 
trois points donnés sont sur la sphère X (^* + y t + - ïî )H _u '' r + t ''y+"'' î=: o, 
<[ui passe aussi par l'origine ; les coordonnées du centre <le cette sphère étant 
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Ainsi, l'on peut dire que si l'on désigne par ï, r„ Ç. les coordonnées du centre 
de la sphère parfaitement déterminée qui passe par les trois points donnés et 
l'origine I, on a 

y =— 2ï, ï = -2ti, t = — 2Ç. 

Ce résultat est facile à expliquer, si on remarque que les trois droites qui 
joignent l'origine I aux trois points ont, par suite de la construction même, ces 
trois points pour foyers, et que la sphère considérée n'est autre que la sphère * 
relative au point I. On sait alors que le diamètre passant par 1 est dirigé suivant 
la vitesse de ce point, et que cette vitesse est égale, en valeur absolue, au 
produit de ce diamètre par >.. 

Nous pouvons profiter de ces considérations pour simplifier les équations du 
problème, en prenant pour axe des z le diamètre de la sphère qui passe par 
l'origine. On a alors u' = »' = o, et 

i£l _ _ a* + b*+c* _ _ a"+ 6 ft +c'* _ _ a"' + 6"+ c" 
X c c' c' 

Les axes étant ainsi choisis, formons un nouveau groupe des deux premières 
équations des groupes (1), (11) et (III). 
Nous avons alors 



p COS x 


= cq - 


br + 


>.a 


p cos 3 


= ar ~ 


ep + 


16 


p' COS a' 


= c'q- 


AT + 


la' 


p' cos û' 


= a'r — 


c'p + 


w 


p* COS a* 


= c'q- 


b'r + 


w 


p'cos B' 


= a'r — 


c'p + 


U' 



Ces six équations homogènes permettront de déterminera, . , t, £,-?,-£. 
Pour cela, entre les deux premières équations, éliminons ? ; il vient 
o = ccos *. p + C COS B. q — (b cos 6 + n COS %} r + \ (a cos 8 — b cos il 
Mais la l re relation (1) a cos % + ftcosB + ccosy = o, 

permet d'écrire c cos a. p + c cos 6. q + c cos y- r + \ (a cos B — b cos a.) = o 
De même c' cos %'. p -t- c' cos B'. q + c' cos y*. )• + ). («' cos B' — 6' cos a') = o 

c" cos a*, p + c' cos S*, ç + c" os y* T + '/. («' cos B' — 6' COS I*) = 

Ce système permet de déterminer^-, ■?, y ; en effet, le déterminant des 
inconnues est 
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1 * cos p COS y 
I *' cos p' COSf ' 
i*' 009 f* COS y' 

Comme nous avons admis que les trois plans perpendiculaires en (a, b, c), 
(a', b', c'), (a", b", c"), aux trajectoires correspondantes se coupaient en un 
point unique à distance finie, on a 

COS P CO! 

cos p' cos y' ^ 



On a d'ailleurs aussi c c' c" ^ o. 
En effet, le plan x\y est tangent à 
la sphère qui contient l'origine et 
les trois points donnés ; donc 
aucun de ceux-ci n'est dans le plan 
■rly. 

Si nous désignons par 8, 8', ft" 
les angles de l'axe instantané avec 
les tangentes aux trois trajectoires, 
et par w la rotation instantanée 
autour de cet axe, les trois équa- 
tions précédentes peuvent s'écrire 
a — a cos p) 



'.mr 



} 




il 


,M„«.ri 


Ai—-" 


}n.{t.<.t) 


I 


X 



Fig.8 



C bl COS 8 = X {6 COS <* — < 

e' w cos 0' = X (&' cos *' — o 

c* u cos <i'=\ [b' cos *' — a' cos p") 

Ces équations donnent les projections w cos 9, <u cos 6', w cos 8" de la rotation 

sur les trois tangentes, et par conséquent l'axe et la rotation. 

Pour interpréter géométriquement ces équations, écrivons l'une d'elles, la 

, , , u 6 C03 a — a cos 8 
première par exemple, sous la forme * cos h = - 

Nous allons donner une signification géométrique remarquable du second 
membre. Pour cela, menons par ls (fig. 8) un plan parallèle à la tangente D 
de la trajectoire du point A. L'équation de ce plan est y cos a — .rcosp — o. 
11 rencontre suivant la droite \d le plan mené par IA perpendiculairement à D ; 
donc W est là projection de \z sur le plan Aid, et l'angle rflAou Vest l'angle 
de la droite IA avec le plan s\d. 

„ . écoai — a cos S 

On a donc cos {90° — V) ou sin V = 



d'où 



(a' + 6')(cos"tt + cos*f 



- {b cos g — a cos py + c" (cos' a 



(cos a a + cos'p) (cf+b'+C 1 ) 



-cos'fl ) 
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Or, d'après une identité connue, on a 

(a*+ b') (cos i « + C0S ''P) — (fi cos a — acos(i) i =(ttcosa + 6cosB) a . 
Mais a cos » -j- b cos B = — c cos y ; 

on a donc cos 1 V = — £ — = — ,»;, £ F n i ' » 

cos'a-f- cos 1 8) (a 1 + *•+ c 1 ) 



cos V = 7= . , = r . i .. ■■ =f ; 

v cos 1 « + cos'fl v a* + 6* + c 1 ' 

d- ■ c , ,, 6cos«— ncosB 
où enfin tgV= - c 

Les équations qui donnent les projections de la rotation instantanée sont 
donc : 

Y ;osft=tgV;-^cos6'= tgV; -y <»s 8* s= tg V '. 

Ces formules conduisent à une construction déjà obtenue par des considéra- 
tions purement géométriques. 

2. — Nous allons examiner successivement les hypothèses que nous avons 
écartées dans l'étude du cas général. Ainsi, nous admettrons actuellement que 
les tangentes aux trois trajectoires sont parallèles à un même plan, de sorte 
que les plans normaux menés par les trois points sont parallèles à une même 
droite, sans passer cependant par une même droite. 

Nous prendrons pour origine le point A (a, b, c), et pour plan des xy, un 
plan parallèle aux trois tangentes. Nous avons alors a — è=:c = o; et 
cos y =3 cos y' = cos y" = o . 

Les troisièmes équations des groupes (I), (II) et (III) donnent w'=o; 
o=b'p — a'q-^Xc' ; o = 6"p — a"g-\-^c". 

Les deux dernières donnent 



l'b' — a'b- ' ï — a'b' — a'b' 

Les deux premières équations du groupe I donnent « r = p cos», v' =ep cos fi; 
et les premières équations des groupes (H) et (III) donnent alors 

p' cos a' = p cos a + c'q — b'r +f.a' 

p'cosB' =pcosB + a , r—c'p + \b' 

p* cos a-" = cos i + c'q — b'r + la" 

p* cos (s* ■= p cos 8 + a'r — c'p + \ b' 
D'où 
o = p (cosicosB' — cosBcosx') + c'(qcoap' + pcosx'j — r (fc'cosB' + a'cosi') + 1 (a'cosS' — ft'cos* 1 ) 
o=p(cosicosS' — cosScosO + c'facosB'+pcosa') — rffi'cosB' + o'cosa'J + î.fo'coîB" — ft'cosV) 
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Comme p et q sont connus en fonction de X, ces deux équations déterminent 
f> et;- en fonction de X ; le groupe précédent donne alors a' et p". On a vu d'ailleurs 
que l'on a w'=rpcosa, e'=p cos fi. 

On voit aisément que le centre instantané se trouve dans le plan des trois 
points donnés. 



3. — Considérons maintenant le cas où les trois plans normaux aux trajec- 
toires passent par une même droite. 

Prenons cette droite comme axe des z, l'origine étant un point quelconque 
de cette droite. Onacos-f^cos-j-'^cos-j-" — o; on aussi 





a cob a + b cos p = a 




a' cos*' + b' cos p = o 




a'cos a* + A'cosp" = 


Les dernières équations des groupes I, (II) et dll) donnent 




l o = w' + bp — aq + î.c 




(J) i o = w' + b'p — a'q + Xc' 




' o = w' + b'p — a'q + \c' 




pcos<x = u' + cq — br + \a 


Des équations 


pCDS|i = v' + ar — cp + \b 




o = w' + bp — aq + le 


on tire : 


o = au' +bt/'+ cvf +\{a* + h* + é) j 


de même 


o = a'u' + bv' + cV + l(a" + V*+c'*) > 




o = a'v.'+b'v' + c'w' + \{a n + b* + c'") \ 



Les six équations (1) et (2) sont homogènes par rapport aux six inconnues 
«', r', w' ,p,q,^. Pour qu'elles soient satisfaites pour des valeurs des inconnues 
qui ne soient pas toutes nulles, il faut et il suffit que le déterminant A des 
inconnues soit nul 

«*+6 a +c I a b c o o 

a"+b' t +c'* a' b' c' o o 

a' i +b**+c" t a' b* c* o o 



Si A^o, on &u' — v' = w'~p=q= 
rotation sans homothétie autour de oz. 



I a' V 
i a' b' 
: le déplacement se réduit à une 
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nconnues s'obtiendront en général au 
ou bien encore on a une valeur bien 
;• reste indéterminé. 11 n'y a donc pas 
)irquel est, pour tous les déplacements 



qz — ry + ~kx 
rx — pi + \y 
ptj—qx + ïz 

in bien déterminé qui contient le lieu, 
lieu en ajoutant les équations (3) après 
x, y, s. 

e oz, car si l'on substitue j-=o, y=o 
la sphère, on obtient le même résultat 



;ntre instantané, contient, d'après les 
5s. La relation A = o exprime donc que 
encontre l'axe oz. Si cette condition 
léplacement possible est une rotation 



,) + r(Z-s) = o, 


4- V.l + ri - 


-l(p» + m + r!); 


t.^ + l.-l + L 



•amètre variable, le plan passe donc 
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■4. — Nous allons voir que le cas où les trois points donnés sont en ligne 
droite conduit à un mouvement qui n'est autre que celui que nous venons 
d'étudier, comme nous l'avons d'ailleurs observé dans l'étude géométrique. 

Prenons la droite qui contient les trois points pour axe des s ; le point («, /;, 
c) pour origine 1 ; pour axe Lr, une perpendiculaire au plan de l'axe \z et de 
la tangente à la trajectoire du point I. On a ainsi u' = a= k = c = a' =.h' = 

Les trois groupes d'équations du cas général deviennent alors. 

/ p'cOSf*' = c'ç p*COSa* = c'y 

(I) < pcos(S = u' p'cos|l' = t)' — c'p p'cos?* = «' — C*p , 
( p cos v = w' p' cos Y = w' + \ c' p" cos y* = w' + î.c" 

d'où 

!p' cos «' = c'q p* cos *' = c"q 

p' cos fï' = p cos fi — c'p p' cos f>° — p cos |ï — c'p 
p'COS y' = pC0S v + î.c' p' cos y* = p cos y + le' 

Les premières équations des deux groupes (2) donnentp' ~ëô$T' ' p ' "cos* 5 ; 
portant dans les autres, on a 



< 3 > , -, 

i eo cos y . , c g cos y 

/ — '- ,'- = p COS Y 4- J, C — r- = p COS ■ 

', COS * r ' COS a r 

Du 2 e groupe des équations (3) on tire 

p cos f) y cos {1* . g cos y* p cos y 

" r. COS a* ' mss' r." 



Portant dans le 1 er groupe. 



c' y cos ji' c' p cos fi c' g cos fc' 

COS *' ° C" COS a' 



C « COS Y c ocosy" 

. -^ ~ = p COS V + — r~ 

\ COS a' r ' COS » C* 

Retranchons membre à membre après avoir multiplié la première équation 
par cos y, et la seconde par cos fJ ; il vient, après réduction : 

COS a* (cos y cos (S' — cos fi cos y') + cos a' (cos [J COS y* — cos y COS £") = o ; 

ou encore (cos a étant nul) : 

COS a COS fi COS Y I 

cos v! cosfl' cos y' = o 

cos *' cos f>* cos y* j 
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Cette relation exprime que les trois tangentes doivent être parallèles à un 
même plan ; quand elle est satisfaite, les deux équations (4) se réduisent à une 
seule. De la première, par exemple, on peut tirer p en fonction de q ; on a ainsi 



de même, de la 2 e . 



P cos ? _ c'q (cos f cos a' — cos a' cos g 
c" - " (c' — c'} cos a' cos a' 



c'9(cogg'cosY' — cos*' cos/) 
{c' — c 1 } COS*' COS *', 



Portons ces valeurs dans les expressions de p et de X. 

c'yfcos ^' CO S a* — COS *' CQ3 $*) g cos ft T c' cos fi' cos a' — c' COS g' COS i' 

™ (c* — C') COS «' COS »' COS a* ? (c* — c') COS a' COS a" 

y cos -(' c'q (cos <x' cos y* — COS a' cos y') __ c' COS / COS a' — c' COS a' COS y' 

COS a* (c' — C*) COS a' cos a' " (c' — C*) COS a' COS a* 

On a ainsi X, p, puis »' et «/ en fonction de g ; r reste indéterminé. 
Les coordonnées x, .y, 3 du centre instantané satisfont aux équations 

!\x—ry + qz = o 
rx +~t-y — pz + u'=o 
— çx + py + Xs + ic'=o 

Dans la dernière équation le facteur q disparaît, et on a ainsi un plan bien 
déterminé qui contient le centre instantané. Cette équation développée s'écrit : 

scosa'cosa'O?* — c'}+(c*coax'cos fi' — c'cosp'cosa , )t/ + (c'cosY'cosa''— G'co8*'eosy*)i(6) 

+ c' c* (cos a' cos y' — cos a* cos /) = o 

Si on ajoute les équations (5) après les avoir respectivement multipliées par 
x, y, z, on obtient 

(7 ) i( x * + ; f + z *) + v ;j + w 'z = o 

L'ensemble des équations (6) et (7) représente un cercle, lieu du centre ins- 
tantané. Ce cercle rencontre l'axe des s, car si l'on fait x = y = o dans les 
équations (6) et (7), on trouve z = — y. 
L'équation du plan double s'écrit 

pX + q\ + rZ=px + qy + rz ; 
mais en vertu des équations (5), on a 

px + qy+rs = —jv'—-.- w'; 
l'équation du plan est donc 
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î. (pX + q~ï + rZ) 4- ?»' 4- rw' = o. 
Elle contient le seul paramètre variable -au premier degré ; le plan passe 
donc par une droite fixe. 

a. — Revenons au cas général du § i , où les trois plans normaux aux tra- 
jectoires se coupent en un point unique a distance finie. On est conduit à 
résoudre le système (IV) de trois équations linéaires. Admettons maintenant 



que le déterminant des inconnues 



V VT 



c'est-à-dire 



soit nul. 

Le point de rencontre des trois plans normaux est alors dans le plan même 
«les trois points donnés. Tout en gardant la même origine, prenons le plan des 
trois points pour plan des xy ; on a alors c = c' = c"' =o. 
Le système devient 

o = au' + b»' + ). (a' '+ * l ) 
o^a'u'+Vv' + \{a*+b n ) 
o = a'u' + b'v' + -k(a''+b") 

Pour que ces trois équations homogènes soient satisfaites pour des valeurs 
des inconnues qui ne soient pas toutes nulles, il faut et il suffit que Ton ait 

b a' + ft l 

b' a n +b" 



Cette relation exprime que les trois points donnés sont sur un cercle passant 
par l'origine Si cette relation n'est pas satisfaite, onau' = v' ="i.= o. L'égalité 
l~o montre que le système est alors invariable, el les relations ti' = p = o 
montrent en outre que l'origine est foyer; ce qui s'accorde bien avec les 
résultats connus relativement aux systèmes invariables. 

Si le déterminant est nul, el si les mineurs af>''- — ba! , ah" — fia", a'b" — b'ti" 
ne sont pas tous nuls à la fois, fee qui veut dire que les trois points ne sont pas 
en ligne droite avec l'origine), les équations donnent une valeur finie et bien 

déterminée pour -y et -y 

11 est intéressant de chercher le foyer du plan des xy ; pour cela, introdui- 
sons la condition cos % =. cos $ = o dans les deux premières équations du 
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o = u' — ry + Ix 

d'où x s + y" + ^i+j!/ = c 

sur le cercle qui passe par les trois points et l'origine ; nous 
it se trouver à un point quelconque de ce cercle. ' 
ilenant, dans le plan des xi/, pour axe des x le diamètre du 
e par l'origine, et pour axe des y la tangente a ce cercle à 
lors u' — o, et 

= M«* + g) = >> f°" + ^"> — '* fa"' + *"*) 
a <? a" 

me les équations des groupes (1), (II) et (III) peuvent actuelle- 



br + la 




p'cos«'=u' 


— 6'r + y a' l p*cos3* = u 


• — b'r 


+ \a* 


Ib 


(m 


p'coap'=a' 


■ + 16' (IH)jp'co 9 p I =a 


'r + \b 




bp — aa 




p' cosv' = ëo 


+ b'p — a'q [ p'cosy'=tt 


' + b'p 


-a'q 


ituons à 


«' sa 


valeur 


■ — — — - dans le 1 er groupe, 


on a 




cos »== - 


1(« 


• + bT) + U 


— br=—t{U + ar); 






s on a 












: COS a -f b COS 


1 = 0, ou - 


b cos i 

a cos fs ' 






COS a = 


cos 2 


- (16 + ar), ou p cos ? = 16 + or, 







re chose que la 2 me équation du groupe. Ainsi, daos chaque 
ière équation se ramène à la seconde ; et il ne reste effective- 
îations distinctes. 
roupe avec les secondes équations 

P cos p = ar + 16 
p' cos P' — a'r +.\b' 
p' cos $' = a'r + 16" 



si on cornu 



ait r et \ ou encore elles donnent y, y, 
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Les trois dernières forment le groupe 

| p cos f =w' + bp — a q 
\ p' cos y' = w' + bp — a'q 
\ p' cos v* = «>' + b'p — a'q 

p, p', p" étant connus, ce groupe donne w\petg. 

Le déterminant des inconnues est 



en désignant par S ta surface du triangle formé par les trois points donnés. Or» 
trouve alors, pour les inconnues w', p et q les valeurs suivantes 



cos y' , 
cosfl* 



cos[J' 

COS Y* ,, 

côs"^ 6 









ss 










i 


« 


cos y 
cos fi 




1 


a 


cosp 




r 


i 


«• 


.cosy* 
8 cos?' 


+ 1 


1 


, 


cosp 






i 


"■ 


,cosy' 
" côs?* 




1 


a' 


cos?" 










2S 










i 


h 


cos y 

cos" 




1 


b 


. cos y 

cos? 




' 


i 


V 


, COS y' 

a cos§' 


+1 


1 


V 


, , cos y' 

cosp' 






i 


h' 


. cos y' 




1 


6' 


,cosr" 

cos?' 





On voit ainsi que w',p et q sont des fonctions homogènes et linéaires de- 
r et de 5- ; le déplacement n'est donc pas déterminé, il dépend de ■$-. 

Ecrivons te', p et q sous la forme w' = W,À + W,r ; p = P,À -}- P, r ~ 
q — Q,) .-|- Qjr; et soit (x, ?/, i) le centre instantané. 
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On a o = u'+çï — ry + 'tx 

o = rx — pz + "ky 
o = u>' + py~qx + ÏJi 

Posons, pour abréger, -y = / ; ces équations deviennent 

[ x+Q l z- a -^-+t(Q,-—y)=o 

| y — P,s + t(x-P,z)=o 

[ P.!/ — Q,x + ï+W,-H(P,y — Q 1 *+W I )=o 

En éliminant /, nous avons te lieu du centre instantané ; c'est la cubique ; 



0*!— y ~x—p,z~ p, y _Q t x+w. 
Le plao double a pour équation 

p(X—x) + q(V— y)+r(Z-s) = o 
OU pX + </Y + rZ = px + qy + rz 

Or on trouve aisément 

px + qtj + n= 

d'où (P, + P„ ()X + (Q, + Q, l) Y + t Z = 
Ordonnant par rapport à / 
W s l 1 + [P t X + Q, Y + Z — P, ££ï 
L'enveloppe de ce plan a pour équation 
[PiX + Q.Y + Z-P, ^-i^ + W,l , _4W î (p,X + Q i Y-P 1 ?l±il\= . 

C'est un cylindre parabolique qui a ses plans diamétraux parallèles au plan 
FX + Q/Y + Z=o. 

Nous avons vu que le foyer du plan des trois points donnés est sur le cercle 
qui passe par ces trois points. Comme il est donné par les équations 

o=v' — ry + \x ou o = — ~ n ~ ty + x 

o = rx + \y o = ix + ;/ 
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on voit que x et y s'expriment en fonction du paramètre variable t par les 
formules 

a* + b* a'+ b' 

x -^ïrry y —w+n 1 ' 

et le foyer peut occuper toutes les positions possibles sur le cercle a (x 1 -\- y*) 
— (a'-J-i*) x = o. 

La caractéristique du même plan s'obtient en écrivant que la composante 
normale de ta vitesse du point (.?.-, y, o) est nulle : 

o = w' + py — qx, ou o = W, + W,* + (P, + P a ()y — (Q, + Q„() ' = »■ 

Elle passe par un point fixe qui est à l'intersection des droites 

P iy _Q lï + W, = o, P.y — Q 1 i + W î =o. 

Nous verrons dans la suite que cette propriété s'applique aux caractéris- 



tiques de tous les plans du système. 



Même problème dans lequel, au lieu de trois trajectoires, on donne 
six surfaces sur lesquelles sont assujettis à rester six points du 
Système. 

Soient (a ; , ô,-, c,) l'un quelconque des six points a,, p,-, f, les angles formés avec 
les axes de coordonnées par la normale à la surface correspondante ; X h V,-, Z,- 
les composantes de sa vitesse. On a : 

Xi = u' + aq — bir + '>. ai 

Y; = e' 4- air — ctp +1 6,- fi = 1,2..... 6) 

Zf = ai' + bip — atq + \a 

Ajoutons ces équations après les avoir respectivement multipliés par 
cosï,, cosfJ,-, cosfi ; comme l'on a X,-cos *,--(- Y ; cosfJ,--|-Z,cos-|',-=o, on obtient 
le système : 

o=u'cûS". i +v'cos^,+w'cosy,+p(b l C08'[, — CfiO&fy,) +q(c,cos* l -~ a,co&y,)+r(a,cos$,— ft.cosx,) 

, +>(a,cosa 1 +6,cosp,+c,cos- 1 ',) 
| o=«'coso,-t- H-pfé.cos-;,— c s cos^) + . . . +ï(a,cosa,+6 1 cosp,+c. J cosY 1 ) 

o=u'cosv v +b'cos$ B +w'c.osx li +p(b„cosY l ,— c,cos$,)+q(c e cos* t — *i s cosy;)+r(a IJ cosp,— ftrfOSa.) 

4-ï-(a cos«,+4,cos^„+c„cosy 8 ) 

Nous avons ainsi un système de six équations homogènes entre les sept 
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inconnues */, «', w',jj, q, t; À, qui déterminent les rapports de six d'entre elles 
à la septième, X par exemple, quand le déterminant de ces six inconnues n'est 
pas nul. Le problème est alors déterminé, et le déplacement bien défini. 
Supposons maintenant que ce déterminant soit nul. On a 

COSa, cos[i, COSy, Ô.cosy, — C.COS^j C, COS ï, — a,cosy, fl.cosp, — 6,COSï, 
coso, cosPj cosy, è^cosy., — c^cos^, CjCOsi, — ûjcosy, a t cos$ t — 6,cot 



sa, COSP e COSy„ ft u COSy, — C,COSp a C,COSa„ — d s C0Sy o a,COS fr, — ft B COSa,, 

11 existe une relation linéaire et homogène entre les éléments d'une même 
ligne ; on a donc 

Aco8«,+ Bcos(S,+Ccosy,+ L(6,casy,— e,cos£,)+M(c,cos*,— a t cosY,)+N(o,cosfl,— ô,cos*,)=© 
\co8o,+BcosP,+CcosY 1 +L(6 a cosY,— c,cosp,)+M(c a cosa,— OaCOsy^+N^cosP,— ft,cosi,)=f> 



Aco8n,+Bcosp,+Ccosy B +L(6,cos-; — c cosS s )+M(c,cosa B — a s cosy B )+N(<i ll cosfl s — é B cosi„)=o. 
Ces relations montrent que dans ce cas les six normales appartiennent à un 
infime complexe linéaire. 

Prenons alors pour axe des z Taxe de ce complexe ; on sait que l'équation du 
complexe devient alors ôcosa — acos£ = £cosy ; quant au système d'équa- 
tions linéaires, il s'écrit maintenant 
'cosa,+o'cosP,+(M>'— A^Jeosy^p^cosy,— c,cosp,)+7(c,cosi,-a,cosY,)+î.(a,cosa,+è,cos^,+r,cof 
L n'cosa,+» r cosp ! ,+(w'— Ar)cosy a +p(6,cosv I — CjCOS^J+yffjCOsaa— o,cosy,)+)-{»i il cosa,+6 1 cosp,+c,cos 



\ »'COSI.+ 0'COS? B +{W'— Ar)cOSy u +^(i a COSy — C^OS^J + ^^COSïo— (7„COSy a ) + l(a u COSa o +6 COS?„ + C g C0S-,-„) 

Nous avons ainsi six équations homogènes à six inconnues, u',v\w' — kr,p,g^.. 
Si le déterminant de ces inconnues n'est pas nul, ces équations ne son! satis- 
faites que pour les valeurs i/' = o' =p = q = \=o ; w'=kr. C'est le mouve- 
ment d'un système invariable, qui a pour axe instantané glissant l'axe des z, le 
rapport de la translation suivant l'axe a la rotation autour de celui-ci étant /'. 

Supposons maintenant que le déterminant soit nul. 

a, cosp, cosy, ô.cosy, — c,cos£, c.cos*. — a.cosyi a,cos», 4- ô.cosfl, + c,cos- 

cosa, cos? a cosy» ft.cosy,— e,cos^ c^coss,— a,cosy, a,cos*, + 6,cos? a 4- c a cos* 



is«5, cos,J cosy, 



b„ZQA-; n — C..COS % 



0„COSïo + ô cos£„+ i.'„cosy 
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Si tous les mineurs du 1 er ordre De sont pas nuls, lès équations (2) donnent 
une valeur unique et bien déterminée pour ï, t , w Z~ ' , S. et £. Désignons par 

n la valeur trouvée peur ' 7* r ;onay — «+y ' 

On voit qu'il y a alors une infinité de déplacements élémentaires répondant 
aux conditions du problème, puisqu'on ne trouve pas une valeur bien déter- 
minée pour y et y, mais une relation entre ces deux éléments. 

L'origine est un point quelconque de l'axe du complexe, et comme v et?- 
sont bien déterminés, on voit que, pour tous les déplacements, la com- 
posante de la vitesse d'un point de cet axe, perpendiculaire a cet axe, est 
invariable, de sorte que la vitesse de ce point, pour tous ces déplace- 
ments, est contenue dans un plan fixe passant par l'axe. De même, £ et pétant 
bien déterminés, on voit que l'axe instantané est parallèle a un plan fixe 
passant par l'axe du complexe. 

Puisque en chaque pointde cet axe la vitesse est contenue dans un plan fixe, 
le plan langent en chaque point de la surface réglée engendrée par cette droite, 
pour chaque déplacement, est invariable, et par suite, pour tous ces déplace- 
ments, cette droite engendre le même élément de surface. 

2. — Soit* = '- le paramètre qui caractérise chacun de ces déplacements; 
cherchons le lieu du centre instantané, pour toutes les valeurs de t. 
Pour cela, écrivons que la vitesse du point {x, y, z) est nulle. 

«' + qt — ry + lx=o 
o' + rx—ps + y.y = o 
w* + Pif — qx + 1 : = o 

Posons :|=Q, £ = P, -"=U, -y = V. 

Les équations deviennent alors : 

/ X —cy +Q ï= u 
(4)J «+ y -P; = V 

Le déterminant des inconnues est — ( T ' + P' + Q ! + 1 ) ; il n'est jamais nul 
Itésolvant, on trouve 

, = ?■<'> „- ->■(') ?.M 

»' + P" + Ui+ 1 * =' + I" + Q' + i f + v + V+l 
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ss du second degré en », <p, est du troisième 
st donc une cubique gauche, 
l'annule pour aucune valeur réelle de ». la 
infini ; il correspond à une valeur infinie du 
, on a x — — PA, y = — Q/; ; ce sont les 
qui est parallèle à l'axe des z. La projection 
emment une conique ; pour avoir son équa- 
tions (4), en remplaçant dans les deux pre- 
*) ; il vient 

Qy-Q»-U = i(y + KQ) 
P') + Prt — V = — T(a; + KP) 

l! /-Q»-U _ i/ + *Q 
p») + pn — V x + kP 



kP-Qn-V)x + {kQ + Pn— V)y-A(PU + QV) = 

— 1 ; la conique est donc toujours une ellipse. 
ï sous la forme : 

*Q + PB-V)y-A(PU + QV)+(0*-Py)'=© 

; à un cercle, la corde de contact étant 

parallèle menée par l'origine à la projection 
ies xy ; donc les axes de l'ellipse sont dirigés 
iment à cette direction. Vérifions aussi que 

— /.P, y = — £Q, qui est un des points de 



oit être indépendante de la position de l'ori- 
jue c'est la section droite d'un cylindre dont 
cet axe. Il est intéressant de vérifier que les 
:hangent pas quand on remplace t, par r, + ''■ 
équations (2) avec les nouvelles notations ; 

•b,COS\',)+ Q(n,COS7 t — C 1 COSa 1 )=tt 1 COS(x, + ô,COSii 1 +C 1 COSYi 

- i a cos -;. 2 )+ Q(a a cos y,— c î cosa a )=a 1 cosa 1 +t,cos{S 1 +e,C0SYi 



-ft 6 C0SY.-,) + Q(« 5 C0SYs— CaCOS^J^fljCOSOs+Ô.COS^+CCOSY» 
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Nous avons admis que, le déterminant (3) étant nul, le mineur D composé 
des coefficients des cinq équations qui précèdent est différent de zéro. Les 
équations (6) donnent alors, pour les inconnues U, V, n, P, Q des valeurs finies 
et bien déterminées. Le mineur D a pour expression 

os a, cos p, cos y, c, COS P, — b, COS Yi a, COS y, — c, COS a 
OS «i «OS P, COS Yi , c » cos % — b, cos ■{, a t cos y, — e, cos a 



os a„ cos p s cos y» t s cos p s — b, cos y» "b cos y» — e » coa *• 
Il est évident que D ne change pas quand on y remplace c f par r , + '*■ 
Le numérateur de l'expression de U est le déterminant 

«,cosi, + 6,cosfl, + c,cosYi cosp, cosy, e.cosp, — A.cosy, a, cosy, — c.cos», 
fl 1 cosï, + 6,cosp, + CjCOSY 1 cosp, cos y» c.cosP, — é.cOSYi a, cosy, — c a cosa. 



a»cos* a + 6 s cosp D + c t cosY, cosp s cos y, e,cosp, — 6,coay, a» cos y,— c,cos«. 
Si l'on y remplace c, par e,--|-A, la première et la quatrième colonne 
n'introduisent aucun changement, mais, dans la cinquième colonne, le 
terme a, cos y,- — c t cos a, s'augmentant de — A cos «;, le déterminant 
s'augmente de ; 



a, cos a, + b t cos p, + Ci cos y, cos p 
a, cos «, + b, cos p, + c, cos y, cos P 



c, cos p, — b, cos y, COS a, 
c, cos p, — b t COS Y, COS a. 



«i cos ij 4- 6 5 cos P„ + c, cos y, cos p, cos y s c„ cos P» — b t cos y» COS a, | 

Or, il est facile de voir que le déterminant qui multiplie A n'est autre que le 

numérateur de Q ; donc, quand on remplace c,- par c t -\- h U augmente de AQ. 

On verrait par un calcul tout à fait analogue que, dans les mômes conditions, 

V augmente de — h P. On voit de môme que n augmente de — A, et que P et 

Q restent invariables. 

Ceci posé, pour montrer que les coefficients de l'équation (5) sont inva- 
riables, il suffit de vérifier que les expressions Qn+L', Pn — V, PU -f-QY sont 
indépendantes de A. Or ces variations sont respectivement — (JA -|- Qh, 
— PA+PA, PQA — PQA. 

4- — Nous venons de voir que, quand on déplace l'origine de la longueur A, 
U et V deviennent respectivement U -+- AQ et V — A P. Comme ce sont des 
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tirs proportionnelles aux composantes, perpendiculaires à l'axe des 
> des divers points de cet axe, on voit comment varie le plan tangent à 
ice réglée que l'axe engendre. La tangente de l'angle formé par ce plan 

t avec le plan des zx est égale au rapport jrrTo ' ^ li nmi i ce rapport 
. — g ; c'est-à-dire que le plan tangent à l'infini est perpendiculaire au 
ené par l'axe des z, parallèlement à tous les axes instantanés relatifs à 
es valeurs du paramètre i. Donc ce dernier plan est le plan central de 
ice, sur cette génératrice. 
■osons l'origine placée au point central ; d'après ce qui précède, on a 

Si nous prenons en môme temps le plan central pour plan des zx, nous 
) = V — O. Le plan tangent à la surface réglée en un point situé sur 
une distance k de l'origine, fait avec le plan central un angle dont la 

e est rr; le paramètre de distribution s'obtient en divisant h par 

pression ; il est donc égal à — p, ou, en se reportant à la définition de 

ce choix des axes, 1 équation de l'ellipse devient 

x> + y * + x (kP — U) + P»y — APU + PY= ° 
xes de cette ellipse sont parallèles aux axes de coordonnées ; l'axe des z 
,re la courbe en deux points dont les abscisses sont U et — kV\ c'est 
lernier point que passe l'asymptote réelle de la cubique gauche, lieu des 
instantanés. 

Le plan double a pour équation p(X — x)-\- q (Y — y) +r{Z — z) = o; 
Étant les coordonnées du centre instantané, lesquelles satisfont aux 

ns 

0= u' +qs — nj + \x 

o = v' + rx—pz + Xy 
o = w' -4- py — gx + Xi 

on tire 

o =pu' 4- qv' 4- nef + X (px + qy + rz) 

lation du plan double est donc 

re 

PX + QY + o Z = PU + QV - s (» + M- 
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Ordonnant par rapport à a : 

* , + (Z + »)« + P(X-U)-{-Q(Y-V) = <> 
L'enveloppe de ce plan a pour équation 

(Z+«) l -U[P (X - 0) + Q (Y - V)] = o 
C'est un cylindre parabolique. 

En adoptant les axes du § 4, l'équation devient (Z + n}'=4kP (X — U). 
Le plan double enveloppe donc un cylindre parabolique dont les génératrices 
sont perpendiculaires au plan central, dont le plan principal est perpendicu- 
laire à l'axe du complexe, et dont le sommet de la section droite a, dans le 
plan central, pour coordonnées X = U,Z= — n. 

Proposons-nous maintenant de trouver le lieu de l'axe instantané pour toutes 
les valeurs du paramètre i. Les équations de cet axe sont 
X— s _ Y— V _ Z— z 
P 1 r 

Avec les axes choisis on a q = V = o, et les équations de l'axe sont 

X T* _ z ~ z y= 

D'ailleurs x, y, z satisfont au système 

x — <sy = U. 
ax + y — Pa = o 
-Py~s=n +kc. 
On tire de là .r— <ry + U j— — Vy — n — kv, portant dans la seconde 
équation, il vient y (P' + ^-f 1) = — * (Pk + U) — Pn d'où 
„ (P* + U)« + P» 

y p'+^ + i 

On a donc d'abord Y = — p 7, j, ,; 4 — ; puis iX = PZ + ax— Vz ; et, en 

1T 



vertu de «r + y — Pz = o, »X = PZ — y, ou *X = PZ — Y ; d'où - — P2—Y 



Portant cette valeur de » dans l'expression de Y, il vient 
(Pi+Uj^pl+Pfl 






p , + | , (PZ-Y)- 

ou Y[(P*+1)X«+(PZ — Y)«] + (P*+U)(PZ — Y)X + P«X«=o; 
équation d'une surface réglée du troisième ordre. C'est aussi un conoïde, car il 
est facile de vérifier que la droite Y =pz renconlre toutes les génératrices. En 
effet si l'on fait X = o dans les équations de la génératrice, on a PZ=Pz — vx 
Y =y, et comme P3 — ix =y, le résultat est vérifié. 
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leux paramètres. 



icédent, de déterminer les éléments 
îrectrices de six points du système, 
né quand les six normales n'appar- 
. Si elles appartiennent à un même 
le le seul mouvement possible, en 
idé par cinq de ces surfaces. Mais H 
ïi l'on a aussi 

SOS», — a,cosv, a.cosa.-l-ô.cosp.+c.cosYi 



:osa„ — a„cos-f« o, 1 cos«„-)-*»cosfi > +e, 1 co8Y, 

sent une surface, et le déplacement 
t... S„ décrites par les cinq points 
mmè nous allons le voir, un dépla- 
que point du système a, en général, 

point («,,£„ c,) est déterminée par 
complexe formé par les cinq autres 

end pour origine 0, le point central 
nplexe, pour plan des sr, le plan 
our plan des xy le plan normal à 
suivant 0// est toujours nulle, le 
îivanl Qy de la vitesse de l'origine 
■£-, constant pour tous les déplace- 
la vitesse de l'origine est liée à la 
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Introduction des deux paramètres. — Eléments du premier ordre 
dans le déplacement d'un point. . 

1. — Soient «, b, c les coordonnées d'un point du système à l'origine du 
temps ; S,r, Sy, 8z les variations de ces coordonnées à l'époque infiniment 
voisine t ; on aura, en ne tenant compte que du premier ordre, et en désignant 
nX par la lettre w, : ' , , 

81= (it'— br + la) t = (m* + la) t — brt 
5y=:(— pc + ar + lb) t= {— pc + U) t -f- art 
81 = (w' + pb + lc)t ={«•, +pb + lc)t + krt 

On voit ainsi que le déplacement du point [a, b, c) se compose de deux 
déplacements ; le premier qui a pour composantes (u'-\-w) t, ( — pc-\-\b)t, 
(w, -\-pb -\-lc)t ; l'autre qui a pour composantes — brt, art, Art. 

Le premier est une rotation. autour de ox, suivie d'une homothétie de centre 
0, et d'une translation (te', 0, u\) ; le second est une rotation autour de oz, 
suivie d'une translation suivant cet axe. Comme d'ailleurs u', w, p, X sont pro- 
portionnels, on peut supposer que le coefficient de proportionalité est dans le 
paramètre /, et supposer ces éléments constants. Comme aussi r est arbitraire, 
on peut prendre r constant, sauf à donner au facteur t le caractère d'indépen- 
dance de r, et le désigner par la lettre *-. On aura donc, à partir de la position 
initiale, tous les déplacements possibles, par les relations 

Sx = {u' + la)( — br. t 

by = (—pc + lb)t + ar. t 

8ï = (w, -f- pb + le) t + kr. s 

On voit donc que le déplacement du point (a, b, c) est une fonction des deux 
paramètres indépendants t et s. Remarquons que si t=o, le déplacement 
§x = — br. s, 5y = ar. s, ôz — hrs, laisse le système invariable comme forme, 
et comme grandeur. 



2. — Déplacement d'un plan. 

Soient *, |3, y les projections d'un segment OA qui, ii l'origine du temps est, 
par exemple, égal à 1. On obtiendra ses projections à l'époque/, en retranchant 
des nouvelles coordonnées du point A celles du point qui, à l'époque / = 0, se 
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trouvait à l'origine des coordonnées, 0. On obtient ainsi, en se limitant toujours 
au premier ordre. 

ï.=T+(P? + >T)i 

Soit maintenant un plan déterminé par un de ses points (a, A, c) el les 
cosinus directeurs a, ji, y de sa normale. Son équation est ar -j- Py -f~ T s — 
(ai + ip -|r cy) =0 ; et on peut prendre pour ses coordonnées homogènes 
a, p, y et S = as -+; *P + «Y- " s'agit de trouver l'expression S, de 8, à l'époque 
/. On a S, = a,*, +êiP, + f,Yn et en remplaçant a„ i„ c„ a,, p„ y, parles valeurs 
déjà trouvées, on obtient 3, = S -f- («'a -f- u-.y -(- 2 5.3) i -+- 1er ys. 



3. — Déplacement d'une droite. 

Les coordonnées d'une droite sont ses cosinus directeurs », p,y, et les expres- 
sions L=rp — èy, M = ay — ex, N= à* — «p. Nous allons cbercher les déve- 
loppements de ces trois dernières coordonnées. Nous pouvons écrire 

a, = a + a',.l + a',.s », = «+*',.( + «'«.« 

4, = A + 6', ( + 6',.* fs, = p + P'i.f + P'..» 

c, = e + c'i / 4- C, s y, == y + y',.f + y',.s ; 

et nous savons que l'on a 

b' t = \b — pc h', = ra p', = ip — py p', = ra 

c', =w, + p& 4- >.c c', = /,'*■ y' ( =p$ + \y y', = o 

L, = (c-{-c',(-|-c',*Kp+p',/+6'.«)-(* + é, ( + *',») (y + /,( + /,*) 
= L + (c',p4-?'(C-*' (Y — j^ 6) ( + (<:', fl + P'.c-ft'.y-y'.ft)! 
= L-f («.',P + 2ÀL)( + r(Ap-M)« 
De même M, = M-|-(ii r y — m\« + 8*M — P N)/ + r(— ** + L) < 

N, = N + (— m' P + 2 >. N +p M) ( 
Si l'on écrit ces développements sous la forme 

L,= L+L'i.f + h'..* 
M, = M + H'i I -f- M', s 

N, =s N + N', t + N'.i, 
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les relations précédentes montrent que L' ( , L'„ M',, M'„ IS', sont des fonctions 
linéaires des coordonnées «, £J, y, L, M, N ; et on a aussi N's = o, ce qui était 
aisé à prévoir a priori. 

Comme l'on doit avoir, pour toute valeur de t et de s, la relation 
a, L, -j- p, M, -j- v, N, — o, on est conduit aux identités 

<*', L + p, M + y 1 , N + « L'< + p M', + y N', = o 
«'. L + p'. H + « L', + p M', = o. 



Plan tangent. — Caractéristique. — Normale. 

i. — On obtient l'équation du plan tangent au point fa, 6, c) à la surface 
trajectoire de ce point, en éliminant t et x dans les équations 

a; = a -\- («' + X a) t — brt 
y = b -j- ( — pc -\- \ b) t -\- an 
z = c -f- (w i + fb + \ c) t + An. 

On a ainsi l'équation 

i x — a u' + \a —b 

y-b -pc + t.b k 

| s — c w, + pb + \c k 

Si dans cette équation on considère x, y, z comme les coordonnées d'un 
point fixe donné, et n, b, r comme des coordonnées courantes, on a la surface 
du troisième ordre, lieu des points pour lesquels les plans tangents passent par 
le même point [x, y, z). Cette surface contient la cubique r, indépendante 
de .r, y et z, qui a pour équations 

u' + ï,a — pc-\-\b w, -\~pb-\~\c 

— b ~ a — k 

2. — On obtient la caractéristique du plan tx -f- (ty + Y* — 8 = o, en 
joignant à l'équation de ce plan l'équation suivante 

(«',* + p' (S + i,t - S',) t + (*',« + p t y + i,i - S',) * = o. 
Comme cette équation dépend d'une façon linéaire, du paramètre -j- , le plan 
qu'elle représente passe par une droite fixe, représentée par l'ensemble des 
équations 

*'<*+ftï + y'.s — S', = o 
«'.*+P'.y + Y'.* — s'.=c 
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ristique passe par un point fixe, intersection du 

le la droite. 

- P* + *y — *ï = « 
t: 

; ) — PYÏ/ + P$* — («'* + •"«T + W) = o ; 

)me 

-*y+k y = o 
+■ Êy +YS — ô = o 

leux plans 

»,V + *Y =" 
■ppi + «'* + "Vr + ^ = ° 

alaires au pjan w-f Py H~ Y 2 — 3 = o ; leur ïn- 
; à lasurface enveloppée pai le plan donné ; c'est 
écrite par le point du système qui coïncide avec 
du plan. 
'. s'écrivent 



kv V , u'* + w, v + 15 



= — kn. Cette relation montre que l'identification 
appartient au complexe linéaire des normales 
le système invariable. 

ie, l'identification se fait aisément; et on obtient 



— o = o du plan tangent aaquel la droite est 

) + .(, + ç) +ï _ç=. 
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Fig.9 



Ou voit ainsi que toute droite du 
complexe est normale à la surface 
trajectoire d'un de ses points, et 
qu'ainsi pour une telle droite le foyer 
reste fixe pour tous les déplacements. 

L'équation du plan montre qu'il 
passe par le point 

x x — — pî/= ^T' z= — T" ^ ne seu ' e 
de ces coordonnées : y=^ varie avec 
la normale, et le point est fixe pour 
toutes les normales pour lesquelles 
v est constant, c'est-à-dire qui ren- 
contrent la droite D parallèle à ox, située dans le plan zox à une distance v de 
celte droite. 

Cette relation entre le plan tangent et la normale peut être présentée sous 
la forme suivante. 

Considérons la droite D' parallèle à Qy menée par le point C dont les coor- 
données sont — y, a, — ¥- ; un plan tangent coupe D' en un point dont la distance 
au point C est dans un rapport constant avec la distance au plan yox de la trace de 
la normale correspondante sur le plan zox. 



Cubique r 



Nous avons trouvé, pour le plan tangent à la surface décrite par le point 
(a, b, c) du système, l'équation 

\x — a u'-j-la — b 
\y— -b — pc-\-~iJ> a 
] Z — c w.+pft+lc k 

Cette équation est indéterminée quand le point («, b, c) appartient à la 
cubique r que nous avons déjà rencontrée et qui a pour équations 



u' + /jï — pc -j- \b __ 11 



\-pb-\-Xc 



Il est facile de voir que, dans ce cas, le point {a, b, c) décrit, non pas un 
élément de surface, pour tous les déplacements, mais un élément de ligne, ce 
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qui concorde bien avec l'indétermination du plan tangent. Soit en effet j* la 
valeur commune des rapports précédents ; on a«',= ufl'„ A', = fi£'„ e/— |*e'„ 
et, par suite, on a 

«,= a-f- jia',1 4 a'fS=a + a',{y-t-\-s) 

c. = c + V- c '^ + c'.- s = c + c', (\>.t + i) 

Donc l'élément décrit par le point a, A, c est, pour toutes les valeurs de * et 
de t, parallèle au segment qui a pour projections a'„ b'„ c',. 

La cubique r se présente donc comme l'analogue des droites D et i, dans le 
déplacement à deux paramètres, d'un système invariable. Mais ces droites D et 
A contiennent aussi les points qui sont immobiles pour certains déplacements 
du système ; on peut voir qu'il en est de môme pour la cubique r. Si nous 
écrivons, en effet, que la vitesse du point «, à, c est nulle, nous avons les 
équations 

(«' + \a)t — 6rs= o 

(—pc + U)t + art=o 

(w, +pb + Xc) t -f- krx = o 

Si on élimine de ces équations t et rs, on obtient les équations de la cubique. 
En groupant deux à deux les rapports qui entrent dans les équations de la 
cubique, on obtient trois quadriques qui contiennent cette courbe ; ce sont : 

l'hyperboloïde H, : - —. — = 
le paraboloïde P[ : _. ■ = 
le paraboloïde P, : =££±>j — '"■ + ^ + Xc , ou pa b-\.\ac + w l a-\kb+pkc=o. 

Si on se reporte à l'équation du plan tangent à la surface trajectoire du point 
a, h, c, on voit que les premiers membres des équations rendues entières de 
ces trois quadriques sont respectivement les coefficients de x, y, z dans l'équa- 
tion du plan tangent développée. Il en résulte que l'hyperboloïde H, est le lieu 
des points pour lesquels les plans tangents sont parallèles n 0; ; pour les plans 
tangents parallèles aux deux autres axes, on a les paraboloïdes P, et P s . 

Remarquons d'ailleurs que les normales aux surfaces enveloppées par les 
plans du système parallèles Ù03, rencontrent cet axe. En effet, nous avons trouvé 
pour les équations delà normale correspondante au plan ax+Py + y:— S=o, 

Si v = o. on a fa — ay = o ; et la normale rencontre os. On voit ainsi que 
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l'hyperboloïde H, jouit de cette propriété que les normales aux surfaces trajec- 
toires de tous ses points rencontrent l'axe Os, et lui sont perpendiculaire*. 

Remarquons que cet hyperboloïde II, qui contient Taxe oz et qui est coupé 
par le plan xOy suivant un cercle est tel qu'il existe une génératrice perpen- 
diculaire à chaque plan de section circulaire. Il peut être engendré, comme les 
hyperboloules H du déplacement à un seul paramètre, par l'arête d'un dièdre 
droit dont chaque face passe par une droite fixe. 

2. — De même qu'il y a des points qui décrivent des éléments de ligne, il y 
a des plans qui enveloppent des éléments de surface développable, ou, ce qui 
revient au même, qui ont une même caractéristique pour tous les déplacements 
du système. 

Nous avons vu, en efFet, que le point où le plan xr + $y -\- ys — ô = o touche 
la surface qu'il enveloppe, se trouve sur la droite qui a pour équations 

[Ix — at/ + Ay = O 

pyy-pfr + u'v + WX + U^O. 

Si ces deux équations représentent deux plans confondus, il y aura une 
infinités de points de contact sur une même droite. Pour cela, on doit avoir 

Ainsi donc, les plans répondant à la question ont pour équation %z-{-yz— S=o; 
les coefficients *, y, et o étant liés par la relation 

«V + w\œ Y + ).3i + pkf = o. 

Pour avoir l'enveloppe de ces plans, éliminons d'abord 3. 

»V* + w,*y + kpf +\%{<tx + T ;) = o, 

OU (u' 4- Ix) a' + (w, + \z) «y + *Pï* = o. 

On a l'équation de l'enveloppe en égalant le discriminant à zéro : 
(u;+\;)*-ikp(u l + -U) = o 

C'est un cylindre parabolique dont la section droite dans le plan zox est une 
parabole ayant pour sommet le points= — y, x= — y; nous l'avons déjà 
rencontré dans la l re partie comme enveloppe des plans doubles. 

Nous allons d'ailleurs retrouver cette enveloppe avec les équations actuelles 
du déplacement. Ces équations appliquées au point de vitesse nulle pour les 
valeurs t et s du paramètre, sont, en posant y= jj. : 
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(u'-j-ltt)t— br^t = o 

(w t -{-pb + \o)t + kriLt = o 

Elles monlrent que les composantes de la rotation sont/», o, rp. 
Ajoutons-les après les avoir respectivement multipliées par/», o et r[*, il vient 

pu' + rjLW, +\[ a p + |irc) + ArY' — °*. 
d'où: ap + v .rc = - kr >* + ™*r + t m ' 
L'équation du plan double est 

p(x — a) -f- jm' (2 — c) = ; OU p» 4- [«-ï = op + [ire ; 
ou encore : j» + p«=- ^V + WiH + P"' . 
ordonnant : *(**»•* + i*r (w i +\z)-{-p(kx + u') = o. 
D'où l'enveloppe : ( w , + î.j)» _ &pk(u' + \x) = o. 

3. — En poursuivant l'analogie, on est conduit à penser qu'il y a des droites 
qui, au lieu d'engendrer des pinceaux, engendrent des éléments de surface 
réglée, et que ce sont justement les droites qui dans les divers déplacements 
deviennent des axes instantanés. 

On peut se rendre compte qu'il en est bien ainsi. Considérons en effet un 
point Â d'une de ces droites ; dans le déplacement pour lequel cette droite est 
un axe instantané, l'élément de trajectoire décrit par le point A est dirigé 
suivant cet axe ; donc la surface engendrée par ce point admet la droite 
comme tangente. Cette droite se trouve donc tangente aux surfaces trajectoires 
de tous ses points ; l'élément de surface qu'elle décrit est donc bien déterminé, 
et le même pour tous les déplacements. 

Nous allons déterminer, avec les axes actuels, l'équation de la surface lieu 
des axes instantanés. 

Désignons toujours par (* le rapport —■ ; les projections de la rotation instan- 
tanée sont p, 0, pr ; et les équations de l'axe sont x ~* = "~ c ; y = b. 

Le point (a, b, c) étant le centre instantané, on a 
— pc-{-\b-{-ar\L=:o. 

Les équations de l'axe deviennent alors 

\t.rx — pi = a(ir— pc = — ).6 ; y = i; 

D'où : )f.rx — pz-\-~>.y = o, équation d'un plan qui conlient Taxe. Comme 
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' ce plan passe par la droite fixe j J a '* ; on voit que tous les axes instan- 
tanés rencontrent cette droite, et comme ils sont parallèles au même 
plan zox, leur lieu est un conoïde. L'équation de ce lieu s'obtient en éliminant 
ry. entre les deux équations j- 1 "* - j*J^ tf ~ ", où b est une fonction de ry 
déterminée par les relations : , 

f — pc~^-\b-\-ar\i.= o 

( î-C + pÔ + M', -f-&'> = 

d'où b (V + p") + larjx. -f-pw, -j-pArt». = o ; 

et, en vertu de »'+lo— *r^ = o, &(V+p a ) + A[iV— u'jir + pto 1 -|-pA:|».r=o 

Remplaçons A par y, et t»- par x , il vient 

*V ( v +p") +y[pz— m i.yY+x(pz—\»j)(pk—u')+pw,^=o. 

Cette équation se réduit aisément à celle qui a été trouvée à la fin de l'étude 
du déplacement à un paramètre. 

Le plan de l'infini coupe cette surface du troisième ordre suivant trois 
droites, dont deux sont imaginaires. Elles sont respectivement contenues dans 
les plans y=o et a? (jf + X*) -\-{pz — \y )'—o. 

Les génératrices de ce conoïde engendrent pour tous les déplacements, 
chacune un élément de surface réglée ; on peut voir que l'une des droites du 
système engendre un élément de surface développable. En effet, la droite y =0, 

x = — T- appartient a l'hyperboloïde H„ dont les normales aux surfaces tra- 
jectoires de tous ses points sont perpendiculaires à oz et rencontrent cet axe. 
Comme la droite elle-même est parallèle kos, tontes ces normales sont parallèles 
entre elles ; donc tous les plans tangents aux surfaces trajectoires se confondent 
en un seul, qui est le plan mené par la droite perpendiculairement au plan 
formé par l'axe os et par la droite ; et celle-ci restant, pour tous les dépla- 
cements, dans ce plan, engendre un même élément de surface développable. 

Lieu des foyers d'un plan. 

i. — Soit le plan %x-\-pt/-\-yz — 0=0; écrivons que la vitesse du point 
a, b, c est perpendiculaire au plan . On a, en désignant toujours ~ t par y. : 
«' -+- y.a — pJ>r — pc 4- ^ 4~ i w|r __ w t + pb -\~ ^ c H~ ^ r v- 



m 
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En éliminant ^ entre ces deux équations, il vient : 

[(«'B + Ipa + pea - M)] (fa + y») = («* + W («Y + "'-T« - «*.» -/>** ->«) 

C'est une quadrique réglée Q, car les équations (1) où (* aurait une valeur 
déterminée sont celles d'une génératrice de la surface ; on a toutes les généra- 
trices de ce système en faisant varier ja. L'équation développée s'écrit, fen 
prenant x, y, z comme coordonnées courantes). 

Les équations (I) montrent La signification géométrique de la quadrique Q ; 
c'est le lieu des points dont les vitesses sont, pour les divers déplacements du 
système, parallèles à une direction donnée a, p, y. Pour un déplacement déter- 
miné, c'est-à-dire pour une valeur déterminée de [*, le lieu de ces points est 
une droite représentée par les équations (1) ; quand \l varie, la droite coïncide 
avec les diverses génératrices de Q. 

On peut voir aussi que chaque génératrice contient le centre instantané 
relatif au déplacement correspondant ; en effet, les coordonnées de ce centre 
annulent les trois numérateurs des équations (1). Il en résulte que toutes les 
quadriques Q contiennent la cubique I\ 

Le lieu du foyer du plan donné est l'intersection de ce plan avec la quadri- 
que Q correspondante. On peut voir que cette intersection est un cercle. 11 
suffit, pour cela, de montrer que par les intersections de la quadrique, du plan 
donné, et du plan/>y-f- Àj-f- //, (où h est arbitraire), on peut faire passer une 
sphère. En effet l'équation 

est l'équation d'une sphère : 

Î.Y(» , +/+0+("'r-«.*-^?+A*)*-|-(Ua-K..a-|-Ap-p%-(pfc.--A Y +18)!-(iu'ft-rA6)=o 

On voit ainsi que toutes les quadriques Q ont le plan py + >z = o pour plan 
de sections circulaires. Cette propriété aurait pu fltre déduite de ce fait que la 
cubique r passe parles points cycliques du plan py -\-\z =o. Remarquons en 

effet que ces points cycliques satisfont aux équations. \ x y j- — o 
d'où q i,- -y-Tf ^ = f = ~- Les équations de la cubique rendues homogènes 



par le paramètre 6, sont 



»' g + X x - pz +X y w, 9 + p u + X -. 
y ■ — x —KO 
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Pour 8=0, ona-^= ~*_"^ ^ ;py^+i=o;ces relations sont satisfaites quand 
on y remplace x, y, z par ± nAi'-f-p', X, — p. 

2. — L'équation de Q peut s'écrire 

— y [* (** + y") — m» + «*»] = o ; 
ou*P a +ep,~ yH,=o. 

P„ P„ H, sont les premiers membres des équations des deux paraboloïdes et 
de l'hyperboloïde que nous avons déjà rencontrés et désignés par ces mêmes 
lettres. Ces trois surfaces passent par la cubique r ; donc l'équation Q = est 
l'équation générale des quadriques passant par la cubique r, si on y regarde 
a, p, y comme des paramètres arbitraires. 

Le plan m + fïy + yz — S = o coupe la cubique r en trois points, et la 
quadrique Q suivant un cercle passant par ces trois points ; on voit ainsi que 
le lieu des foi/ers d'un plan est le cercle circonscrit au triangle formé par les trois 
points de ce plan gui, pour certains déplacements, deviennent centres instantanés. 

On peut se rendre compte géométriquement de cette propriété. 

Soit F le foyer du plan relatif au mouvement qui déplace le système sans 
altérer ses dimensions, (le paramètre / étant nul). Dans ce déplacement, une 
droite quelconque du plan passant par F est normale aux trajectoires de tous 
ses points. 

Considérons maintenant uu autre déplacement du système ; chacune des 
droites que nous venons de considérer a un foyer, et ces foyers se trouvent sur 
le cercle d'intersection du plan et de la sphère * relative à F et à ce déplace- 
ment. Tous les points de ce cercle décrivent dans les deux déplacements 
précédents des éléments perpendiculaires aux droites qui les joignent respec- 
tivement à F, et par conséquent leurs surfaces trajectoires sont normales au 
plan, et dans tous les déplacements, les éléments qu'ils décrivent sont situés 
respectivement dans des plans perpendiculaires au plan donné. Il y a donc, en 
général, pour chacun d'eux, une valeur de y pour laquelle l'élément de ligne 
décrit est perpendiculaire au plan. 

Ce raisonnement montre encore que la sphère * relative à un point quel- 
conque F du système, passe, pour tous les déplacements du système corres- 
pondant à toutes les valeurs du rapport des deux paramètres, par un cercle fixe. 

Ce cercle se réduit à un point quand le point F est sur la cubique r ; la 
sphère * du point F reste alors tangente au plan mené par F normalement à 
la cubique. 
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; meut dans son plan, « on 
h«, «/, .îw;' chaque droite, le 
le lien de ces pointu est un 
ntuné. 

à déterminer les éléments 
génies aux trajectoires de 
détermination, c'est-à-dire 
>ar un même point du plan 
: trois points, on se trouve 
es trois points donnés sont 
nt des éléments de ligne, et 
iant pourquoi on a trouvé, 
rois points donnés, et pour 
n point fixe du plan. 
1 seul paramétre, qu'à une 
eu des caractéristiques des 
ans de sections circulaires 
iifin que le lieu des points 
iees de H est une cubique 

A" de cette cubique par un 
t que, si l'on se donne les 
trouve dans un cas d'indé- 
au mouvement à un seul 
1res ; cependant les hyper- 
i'innnl.s rencontrent le plan 
e voir directement dans le 
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Je représente le cercle lieu des foyers d'ua 
plan. La cubique I" rencontre le plan en trois 
points A, A', A" qui sont sur le cercle ; soit F 
(Fig. 10) le foyer relatif au déplacement qui 
laisse le système invariable, et (i le point dia- 
métralement opposa. Les projections sur le plan 
du cercle des tangentes aux trajectoires des 
points A. A'. A" concourent au point (!. Toute 
droite qui joint le point F à un poinl quelconque 
M du cercle est normale à la surface trajectoire 
de ce point, et le plan langent à cette surface 
est perpendiculaire suivant M (■ uu plan du 
cercle. Ainsi les plans langcnlsaux surfaces tra- 
jectoires des points du cercle passent tous par la perpendiculaire D menée 
d» point I! au plan'du -cercle. En particulier, la trace du plan tangent à la 
surface Irajecloi re du point F est la droite F G. 

Pour tous les déplacements, la vitesse du point M est située dans le plau 
passant par M (i et I) : donc le point M appartient à la caractéristique de ce 
plan, M c'est lu trace de cette caractéristique sur le plan A A' A". Le cercle 
lui-même est donc la trace de l'hypcrboloïde II sur ce plan. 

t'.el livperholnïde cl la sphère * relative au point F se coupent suivant ce 
cercle fixe, el suivant un autre cercle qui passe par le centre instantané et 
dont le plan n'est autre que le pian double. 

t. — Il résulte de ce qui précède que tout plan passant par la normale M F 
de la surface trajectoire d'un point M. coupe la cubique r en trois points qui 
sont, avec M, sur un même cercle. Proposons-nous île trouver le Heu de ces 
cercles, pour tous les plans passant par la normale M F. Remarquons que ces 
cercles appartiennent aux quadriques Q relatives aux plans menés par MF. 
(les quadriques, passant toutes par le poinl M, forment un faisceau. Files ont 
donc en commun, outre la cubique I', une droite passant par M. 

Pour obtenir l'équation du lieu, désignons toujours' pari',, P., Il,, les premiers 
membres des équations des deux paraboloïdes et de l'hyperboloïde qui entrent 
linéairement dans l'équation de la quadrique Q. et par P L .„, \* : , , H,,, ces 
mêmes polynômes ou Ton a substitué à .r, //, ; les coordonnées -/,„ //„, ;„ du 
point M. II suffit d'éliminer a, p, y entre les équations 



«(*- 


-*.) + > w'- 


».; + 


1P, 


+ ?p. 


+• 


1P„ 


+ PP... 


+ 
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.insi l'équation du troisième degré 

! *— *• s — y. 



I P... P a .« H,.„ 

ut se rendre compte, en calculant les termes du troisième degré que 
■face est une cyclide cubique, 
luve en effet, comme termes du troisième degré : 

M»*+ï'+ *■> (P«« -P«..à) 
face contient les points satisfaisant aux équations 

P, _ P, _ H,_ 
P... "~ K.. — H,., * 
U P, P, .„ — P, P... = o ; P, H,. 8 — H, P,* = o ; 

ire les points communs à ces deux quadriques, 

ette intersection comprend d'abord la cubique r, qui satisfait en effet 

t =H,=o; elle se complète par une ligne droite. 

ut voir que cette droite est celle par laquelle passent toutes les quadri- 

ui contiennent le point M ; en effet, en vertu de la relation 

«p,:, + ?p,,+ ï h 1 ,=o, 
n de la quatrique Q s'écrit 

-?|^P.-y|^P, + PP» + yH, = o 
a p (p ( „ p„ — p,. p.) + Y (P lrf> H, — H,., P.) = o. 

une quadrique du faisceau déterminé par les deux quadriques 
P M P, = o et P,. H, — H,.„P t = 0, dont l'intersection contient ainsi 
je r, et la droite commune à toutes les quadriques Q. 
la cyclide contient aussi la droite x ~ x ° = ! ^1^? = ^ i ? ; et il est 
voir que c'est la normale à la surface trajectoire du point (x , t/„, *„). 
>ns le point F (Fig. 10), qui est le foyer relatif au déplacement du 
variable, au point C où le plan du cercle rencontre l'axe Os ; la droite 
trpendiculaîre à Os. Elle rencontre le cercle en un point N, et la nor- 
. surface trajectoire de ce point est NF. C'est donc un point tel que la 
à sa surface trajectoire est perpendiculaire à Os et rencontre cet axe ; 
trtient ainsi à l'hyperboloïde H,. C'est le quatrième point d'intersection 

avec la section de H, par le plan. 

le plan tourne en passant par FM, la droite CF qui s'appuie sur Oz, 
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sur la droite FM, et qui reste perpendiculaire à Oz, engendre un paraboloïde 
équilatère qui a la génératrice O2 commune avec H t . La quadriqtie H, et le 
paraboloïde se coupent donc en outre suivant une cubique gauche qui est le 
lieu de N. Ainsi H, et la cyclide se coupent suivant deux cubiques : celle-ci, et 
la cubique r, qui constituent l'intersection complète des deux surfaces. 

Quant au paraboloïde, lieu de la droite CF, remarquons que le plan du 
cercle, passant par deux de ses génératrices, FM et FC, lui est tangent en F. 
Ce même plan est aussi tangent en F à la cyclide ; donc le paraboloïde et la 
cyclide se raccordent tout le long de la droite MF. Nous avons donc comme 
intersection la cubique lieu de N, et la droite MF comptée deux fois. 

Enfin la considération du terme du troisième degré dans l'équation de la 
cyclide montre que cette surface a une génératrice rectiligne à l'infini dans le 
plan qui projette MF sur le plan oxy ; or cette droite appartient aussi au 
paraboloïde. Ainsi l'intersection se compose d'une cubique, d'une droite 
comptée deux fois, et d'une droite à l'infini. 



Correspondance homographique des éléments du premier ordre. 

Les composantes &r, ôy, 8z du déplacement d'un point (a, b, c) étant des 
fonctions linéaires et homogènes des paramètres s et t, les déplacements de 
tous les points du système forment, dans leurs plans respectifs, des faisceaux 
homographiques. Exception est faite, bien entendu, des points de la cubique r, 
pour lesquels les directions de tous les déplacements sont confondues. 

Soit le plan *r -\- $y -\- yz — 3=o ; sa caractéristique s'obtient en le coupant 
par le plan 

Ce dernier plan engendre, pour toutes les valeurs de y, un faisceau homo- 
graphique de celui des déplacements d'un point. 

Ainsi le faisceau des caractéristiques est homographique de celui des 
déplacements des points. Il faut mettre aussi à part les plans dont la carac- 
téristique est la même pour tous les déplacements du système. 

Le foyer du plan a-x -{- |3y -j- yz — S = 0, se trouve sur la droite 

u' + \x — jiry _ — ps + >j/ + y-rx _ w t + py + \z + kyr _ 
« P ~~ Y 

il est en particulier sur le plan 
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— 146 — 

— a ( — pi + \y + ;«*•) = o, 

-f P»' — 1 ir(p S + «ï = «. 

an donné un faisceau bomographique de celui 

lomme le centre de ce faisceau se trouve sur le 

t que les foyers d'un plan déterminent sur ce 

ique de celle des déplacements. 

plan louche la surface qu'il enveloppe ; ce point 

aux : celui des caractéristiques, et celui des 

sidéré comme un point du système, (-es deux 

îles ; pour les déplacements du système qui leur 

u complexe des vitesses contenues dans le plan, 

Traçons par ce poiat une 
caractéristique relative à un 
déplacement quelconque, qui 
rencontre le cercle des foyers en 
deux points M, N. Les vitesses 
de ces deux points sont dirigées 
^^^-~-"""c vers le point G, diamétralement 
opposé au foyer F relatif au 
déplacement qui laisse le sys- 
tème invariable. 

La parabole du complexe est 

inscrite au triangle GMN, et 

■conscrit, ce qui s'accorde bien avec le lieu des 

les couples de tangentes menées du point G aux 
esses forment un faisceau involutif. Deux de ces 
I G ; elles ont pour tangentes en ce point les 
I aux points de contact des tangentes au cercle 



plexe des vitesses. 

oordonnées d'une droite ; *„ |3„ y,, L„ M,, N, ce 
's après un déplacement infiniment petit. Pour 
vitesse d'un pointdu système nous écrirons que 
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(1) «L, + PM 1 + yN 1 + «,L+P,M+y,N=so, 

est satisfaite au troisième ordre près. 

Nous avons entre les coefficients des développements de *„ [S,,Yn L„ M,, N„ 
des identités obtenues en remarquant que, l'expression a,L, + fJ t M, + y«Ni 
devant toujours être nulle, on doit annuler tous les coefficients de son déve- 
loppement. Nous avons déjà écrit précédemment les identités provenant des 
termes du premier degré. 

Ce sont *', l + ft k + /, N + * L', 4- p M', -f, T N', = <> 

x, I. + P, M + a L', + p M', = o. 

En vertu de ces identités, les termes du premier degré dans le développement 
du premier membre de la relation (1), disparaissent. 

Les termes du second degré dans l'expression identiquement nulle 
at, L, -J-.fr Mi + Vi ^> donnent à leur tour les identités : 



1" 


,L', + ï(lL.> 


+ 


,.t>) 


!" 


,f.+-J(sL.; 


.+ 


£lL ;,; 


L"„ + ÏL«"„ + 


ï*'< 


L'. + ï' 



D'autre part, dans le développement de la relation (1), on trouve pour 
coefficient du terme en /* : 

Ji.LV + Jjfi-Vs 
pour le terme en st : Si L"„ -f- s L %"„ ; 

pour le terme en s* : jïi L",' + ^ ï L *",*■ 

Mais en vertu des identités (2), ces coefficients deviennent respectivement : 
— S *', V, ; £' %', V, — S *', L', ; — £ t', L',. 

On a donc, en annulant les termes du second degré dans le développement 
de l'expression (i). 

(3) t' S a', V, + (S «', L', + S «', L',) *i + a' £ «', L', = o. 

Telle est l'équation du complexe des vitesses. 
En la développant, on obtient 

(8)'pfw 1 »Y-« , (P , +Y a )-^|Mv-Np)-/>U]P+[* Y {^ + «') -«.(*' +|p*)+MM*-Lp) 

-p(L Y +N I )]rjI-[A(a , +p') + H T ]r** 1 = o. 

L'équation (3) représente le cône ou la conique du complexe suivant que l'on 
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suppose que dans cette équation on ait remplacé », p, y, L, M, N par leurs 
expressions en coordonnées ponctuelles ou taugentielles ; et l'équation 
(4) (X «', L'.+ S *',!/,)' — 4 ï. a', L',. S *',V.= o, 

représente l'enveloppe du cône ou de la conique. 

Si l'on considère dans l'équation (3) les coordonnées «. p, y, L, M, N, comme 
données, on tire de cette équation deux valeurs du rapporty, qui caractérisent 
deux déplacements pour lesquels une droite déterminée engendre des éléments 
de surface développable. Si les coordonnées de la droite donnée satisfont en 
même temps à l'équation (4), il n'y a qu'un déplacement répondant à la 
question. 

Si maintenant on a à la fois 

(5) ï*'( L',= o; Sa', V, + la', V, = o; ïa F ,L',=o; 

l'équation (3) est identiquement satisfaite, et pour tous les déplacements la 
droite engendre un élément de surface développable. Comme elle appartient a 
trois complexes, le lieu d'une telle droite est une surface. 

// existe donc une sur/ace réglée dont les génératrices engendrent, pour tous les 
déplacements, un élément de surface démloppable. 

En général, chaque déplacement élémentaire donne lieu pour une de ces 
génératrices à un élément différent de surface développable ; il y a lieu de 
chercher si dans certains cas l'élément engendré peut être toujours le même. 
D'une manière plus générale, nous nous proposons de rechercher les droites 
dont les coordonnées «,, j3„ y, sont des segments qui restent parallèles au même 
plan Aj: + By + Ca = o, pour' toutes les valeurs du rapport -î. 

On doit avoir Aa + Bp-f-CT=o 

A(W-prt) + B[W-J»ï)l + w»l + C{pp + *T)' = <> 



Les solutions réelles sont 

La solution (1) montre que la droite est parallèle à l'axe 0«, et que dans tous 
les déplacements elle reste parallèle au plan zoy ; la solution (2) donne une 
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droite parallèle à ojc, qui reste parallèle au plan yox. En dehors de ces solutions, 
on trouve les génératrices du cône isotrope «'+?*+ -f= o. 

Il faut s'assurer s'il existe une génératrice de la surface définie par les trois 
complexes qui satisfasse à la solution (i). Soient doncx ,# ' es coordonnées du 
point où la droite perce le plan xoy. Il faut voir si l'on peut annuler les coeffi- 
cients de l'équation (3)', en y substituant *=(ï=0,L= — yy , M=YJfo>N=o. 

Le coefficient de t* donne, pour condition, — u'-f — \x -f=o, oux = — y ; 
celui de st donne y = o ; celui de s 1 s'annule de lui-même. On trouve ainsi la 
droite y = o,x = — yque nous avons déjà rencontrée. 

Pour la solution (2), on trouve, après substitution, pour le coefficient 
de s* : ^aV, qui ne peut s'annuler. Il n'y a donc dans tout le système qu'une 
droite réelle qui engendre, pour tous les déplacements, un même élément de 
surface développable. 



Pinceau de droites. 

Dans le déplacement a deux paramètres, l'ensemble de toutes les positions 
que peut occuper, à une époque quelconque, une droite donnée, constitue une 
congruence ; et l'ensemble des positions infiniment voisines d'une position 
déterminée de la droite forme un pinceau. 

Toutes les droites de la congruence sont tangentes en deux points à la 
surface focale de la congruence, et le pinceau est défini par la droite et les 
plans tangents menés par cette droite à la surface focale ; ces deux plans 
tangents sont les plans focaux. 

Pour déterminer les points où la droite 

touche la surface focale, nous écrivons que les déplacements du point [x, y, 2) 
obtenus en faisant varier successivement / et s, et la droite elle-même, sont 
parallèles à un même plan. On a ainsi l'équation du second degré en = 

a', + *',p a', + *',p 

e'. + ïVp C« + Y'«P 

Un plan focal est parallèle à la position infiniment voisine de la droite 

20 
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Icemerit qui fait engendrer à celle-ci une surface développante. 
AjX -^ B^ -\- C,z = o, le plan focal transporté à l'origine; on 

■A.. + B.P + CVZ30 

A,( a ',( + v,sy+ b, (?',( 4--?',») + c, ( V ',(.+ r '?s) = o ; 

anl une des racines "de l'équation (3) du paragraphe précédent. 

isi 

A.-P^' + ï')-^. 
B 1 =-p I §-? Tl t 1 

jur de — correspondant à une des racines. En échangeant [x, en (*,, 
d à PâutreTacine,' on a les coeffîciéntsTA,, B„|C, du second 

ans focaux sont perpendiculaires entre eux, si l'on a 

A,A 1 + B,B, + C,C,=o 
écrit 

iplace (A, jjl, et (a, -f- ^ par' leurs valeurs' tirées de l'équation (3)', 

■N(-*+P*)+La ï ]-(-lpM Y ^-p*M?+p«^ + pi.r=o 
fMp ï -N(« t +^)j-[pM-(pA+«')^]=o 

.H + pM — ^(pA + «') = o. 
mjilexe du premier ordre. 



Faisceaux de plans. 



ème que nous étudions, une figure formée de plans pussantfpar 
>ile ou par un même point, se déplace comme un système inva- 
evons donc retrouver dans l'étude de son déplacement des pro- 
rattachent au déplacement d'un système invariable. Ainsi, les 
surfaces enveloppées par tous les plans qui passent par un point 
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donné (a, b, c), doivent rencontrer deux droites fixes, et la normale à la surface 
trajectoire du point rencontre aussi ces deux droites. 

C'est ce que va vérifier le calcul suivant : 

Soit une droite x ~ my -J- p ; s=ny -^-v, appartenant au complexe des 
normales ; le plan tangent à la surface qui admet cette droite pour normale, a 
pour équation 

,(.+-') +r _ç + , (, + »•)=„. 

Si ce plan passe par le point (a, b, c), on a 
ou en introduisantes coordonnées *, p, y, L, M, N de la droite 

: ap. a + u') + Y (ÂC + Wl )-f-U(J- P L = 

On a aussi l'équation du complexe N — Jiy=o. 

Ajoutons après avoir multiplié la 2 e équation par une indéterminée 8, il vient 

11) «aa+ii') + iAP + (ic + w 1 -H)-f-pL + 9N = (.. 
Si entre les coefficients de cette équation on a la relation : 

(2) -p.8 + «')p + (*e + *,-*&) tt = o, 

la droite {*, p,v,L, M,N) rencontre la droite ( — p, o, %,"ka + u' ,lb,\c + w, — AI). 
Comme l'équation (2} donne deux valeurs pour 0, il y a deux droites D, A, qui 
rencontrent les normales ; ces droites sont parallèles au plan zox. 

L'équation (2} étant indépendante de b, pour tous les points d'une droite 
parallèle à l'axe Oy, toutes les droites D sont parallèles entre elles ; de même 
toutes les droites A. 

Le point de contact de chaque plan du faisceau avec la surface qu'il enveloppe 
est le point commun aux projections sur ce plan des droites D et A ; on retrouve 
ainsi la surface du troisième ordre, lieu des points de contact des plans passant 
par un même point. On voit par là que cette surface a deux séries de sections 
circulaires situées dans les plans passant par les droites A et D ; il y a aussi 
deux sections circulaires dans les plans menés du point perpendiculairement à 
ces deux droites ; enfin, ces droites elles-mêmes sont sur la surface. 

Si le point P, par lequel passent tous les plans, se trouve sur Os, on a 
a=b=o; et cette condition introduite dans les coordonnées des droites montre 
qu'elles rencontrent Qy ; et la projection d'une de ces droites sur le plan xOy 
a pour équation — py=\c + to, — M; et en éliminants entre cette équation 
et l'équation (2), il vient 

[Z)py' + (i.c + w,)y + ku' = o. 
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isulle de cette équation que les droites D, A correspondant aux divers 
de Os déterminent sur Oy une involution dont l'origine est le point 

aeut voir de même que, en projection sur le plan sar, ces couples de 
forment un faisceau involutîf auquel appartiennent les axes ox et os. 
eu de ces droites est tin conoïdp dont l'équation s'obtient en éliminant c 
es équations 

piC+^u +«■# + *»'—* 

l m 73 + P' c T + P H '< Y + P * — " 

>btient ainsi 

p a-y>: — («V + pkz') ,, + ku'xz = » 
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SECONDE THÈSE 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ 

Fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 
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